SOME CURRENT TOPICS IN
CONDENSED MATTER PHYSICS 2018
SELECTED TOPICS ON QUANTUM AND PHOTONIC STRUCTURES
L. M. GAGGERO-SAGER

(editors)

M.E. MORA-RAMOS
R. PEREZ-ALVAREZ

soido| pa129|as :s21sAyd 19118\ pasuspuo)) Aieiodwsaiuor) :uoidd3|0D)
SOT340IN 3d OAV1S3 13d VINONOQLNY AvaISd3aAINN




Some current topics in condensed matter physics 2018

Selected topics on quantum and photonic structures

M. E. Mora-Ramos, R. Pérez-Alvarez,
L. M. Gaggero-Sager

(Eds.)

Universidad Auténoma del Estado de Morelos
Cuernavaca. México
2019


MEMoRa
Rectangle


Some current topics in condensed matter physics, 2018.
Selected topics on quantum and photonic structures.
Coleccién: Contemporary Condensed Matter Physics:
Selected Topics

D.R. 2019, M. E. Mora-Ramos, R. Pérez-Alvarez, L. M. Gaggero-Sager

D.R. 2019, Universidad Auténoma del Estado de Morelos
Av. Universidad 1001, Col. Chamilpa
62210, Cuernavaca, Morelos
publicaciones@uaem.mx
libros.uaem.mx

[SBN: 978-607-8639-41-0
ISBN (coleccién): 978-607-8434-78-7
DOI: 10.30973/2018 /condensed

Imagen de portada: Ernesto Rios. Nocturnal Labyrinth, 8lcm x 8lcm,
técnica mixta sobre tela, 2009. www.ernestorios.com

Cuerpo Académico de Fisica del Estado Sélido
Universidad Auténoma del Estado de Morelos

oS0

Esta obra esta bajo una licencia de Creative Commons
Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual
4.0 Internacional.



MEMoRa
Rectangle

MEMoRa
Typewritten text
ii


Foreword

For some years, some members of the Group of Solid State dhgssthe More-
los Autonomous State University (UAEM), have edited a seoecompilations of
selected talks that were presented at the Workshop of Misleand Condensed
Matter Physics, which is been held at UAEM since 2008. Thithésfifth of this
series of electronic books, which corresponds to the catipii made in 2018. It
contains some recent contributions in several areas ofeearch frontier in Con-
densed Matter Physics (http://web.fc.uaem.mx/ tallerfibemas.htm).

Since the first edition we have decided to keep the bilingaahéat (English-
Spanish) with the purpose of achieving a wider diffusiontad tontents via elec-
tronic means.

Cuernavaca, Mexico. November 2018 M. E. Mora-Ramos (me@aesem.mx)
R. Pérez-Alvarez (rpa@uaem.mx)
L. M. Gaggero-Sager (lgaggero@uaem.mx)
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iv Foreword

Durante varios afios, un grupo de profesores del Cuerpo Atadéle Fisica del
Estado Sélido de la Universidad Autbnoma del Estado de Msrélemos realizado
compilaciones de algunas de las conferencias impartidas$ Ealler de Fisica de
la Materia Condensada y Molecular, que se celebra desde &0@8edios de la
mencionada Institucidén. Luego de la publicacion de losroyatimeros volumenes
(http://web.fc.uaem.mx/ tallerfmcm/temas.htm) de estéesde libros electronicos,
presentamos a la comunidad el quinto, que corresponde arlpilegion del afio
2018. Como en las ocasiones anteriores, las contribucg®iescionadas abarcan
areas de actividad de vanguardia de la Fisica de la Matetadbsada que no
habian sido abordadas en los libros anteriores.

Como comentamos en el prefacio del primer volumen de la,degi®mos man-
tenido con toda intencion el formato bilingle (espafiolés) en aras de que los
materiales publicados puedan encontrar mayor difusiéimiganet

Cuernavaca, México. Noviembre 2018 M. E. Mora-Ramos (ma@araem.mx)
R. Pérez-Alvarez (rpa@uaem.mx)
L. M. Gaggero-Sager (lgaggero@uaem.mx)
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Bipartite quantum control for quantum
processing in the anisotropic Heisenberg-lsing
model

Francisco Delgado

Abstract

Control of quantum entanglement has been considered areetahphysical re-
source for quantum applications in Quantum Information @uéntum Computa-
tion. Control of entangled states on a couple of atoms, igrguantum dots are
milestones in almost all quantum applications towards &abtaspin-based quan-
tum computers or quantum devices. For magnetic systemsehlaérg-1sing inter-
action generates and modifies entanglement propertiesttémbased quantum sys-
tems. When this interaction includes driven magnetic figtdsan be controlled to
sustain, characterize or modify entanglement and othantquaproperties. In this
work, recent results on a general anisotropic three dineasiHeisenberg-Ising
model including an inhomogeneous magnetic field are corside generate some
general quantum control for entanglement sustainahjiitygrammed evolution and
transformation based on Evolution loops and Exchange tipesa This control is
achievable through a set of physical parameters whoserjgtsos are reported.
The use of a non local basis in the model, to express time gon|uets to take
advantage on the analysis of those issues associated véthgtéement and related
control operations. Finally, generalized Evolution Loepsl Exchange operations
achievable in the current interaction are analyzed in tesfmesquivalent gates to
those used for the costumed computational basis in quamtfomiation process-

ing.

1 Introduction

Control of quantum systems has been developed through ss®arch trends, since
general properties of control systems, control based arifgpmteractions and con-
trol related to a fine management of physical variables, fathem for concrete
purposes. In particular, quantum entanglement controbbas exploited for quan-
tum applications because this resource is a central agpétiprove information
processing in terms of capacity and speed [1-3]. Codifioatiod management of

Francisco Delgado
Tecnolégico de Monterrey, México, Escuela de Ingenieridgn@as, Unidad Estado de México,
Atizapan, Estado de México, CP. 52926, México. e-mail:gddb@itesm.mx



2 Francisco Delgado

information in quantum terms are alternative improved radghwhich contrast with
classical approaches. Since fundamental applied prapabalit Quantum Compu-
tation [4-6] and Quantum Cryptography [7, 8], quantum colties been developed
as research area. Research around of entanglement ctimtip;omplexity, prop-
erties and potential usefulness [9, 10] are basic aspe@aamtum Mechanics [11],
particularly associated with before applied developments

Entanglement will not have a complete map of road until itargification and
behavior could be understood from quantum interactionsnaathematical nature
which arise it. In the last sense, in nowadays, Hamiltoniadefs able to generate
entanglement are actually studied to understand how tlaistgm feature to emerge
and to evolve on several physical systems. For magnetiersgsin quantum me-
chanics, Heisenberg-Ising model [12, 13] is an interaddamiltonian among spin
systems, which in addition could include driven externapmetic fields. Nielsen
[14] reported by first time how spin systems can generatengigeent evolution
under this model. Thus, another aim of entanglement relsésits control in several
terms: generation, sustainability and maximization. Dgwament of quantum con-
trol has been boosted by notable works in nanoscale sysfishsjscrete [16, 17]
and continuous [18-20] feedback control.

Heisenberg-Ising interaction has been studied in termsaokterence and con-
trol of entanglement in bipartite qubits [21], chains anttidas [22-25]. Based on
these arrangements, different approaches have exterskstch on more complex
systems depending on external parameters (temperatgegtt of external field,
geometry, etc.) [26-28]. Nowadays, control of quantum spates for a single par-
ticle or a couple of particles (particularly in quantum dakectronic gases or ion
condensates) is still at the heart of developments towasdalable spin-based quan-
tum computer because this kind of control in combinatiohwibntrolled state ex-
change between neighboring spins, would let to obtain wsalequantum opera-
tions [29-31] in agreement with DiVincenzo criteria [32] terms of reliability of
state preparation and precise identification of qubits.

The main aim of this chapter is to review and depict in detgibnt results using
non-local basis to reduce the dynamics in the Heisenbémg-iisteraction between
two qubits. This procedure exhibits the quantum infornratiature of the quantum
system. By obtaining prescriptions for exact control scéetased on Evolution
Loops and Exchange Operations, control operations anedeth quantum infor-
mation for magnetic bipartite systems interacting undegrzegal three dimensional
anisotropic Heisenberg-Ising Hamiltonian including imhmgeneous driven mag-
netic fields in a fix direction. This approach includes selveradels as particular
cases, which have been previously considered in literatitbe current approach,
the use of non-local basis in terms of classical Bell staiethie dynamics analysis
remarks notable algebraic aspects found for this intemaaround entanglement,
generating direct control applications to state sustdlifaland manipulation. In
addition, generalizable Evolution loops and Exchange aiers for maximal en-
tanglement manipulations are presented, suggestingemaitive grammar to tradi-
tional computational basis. Finally, some possible cdrffects on entanglement
evolution are presented.
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2 Driven anisotropic Heisenberg-Ising Hamiltonian in a non
local basis

Control in Heisenberg-Ising interaction (for different deds: XX, XY, XYZ, etc.)
has been analyzed for several systems and configuratior35]33n the analysis
about structured quantum control effects [36-39], diffeéneersions of Heisenberg-
Ising interaction are considered in terms of physical eletisier configurations: ho-
mogeneity of magnetic fields, restrictions in dimensiongnber of particles in-
volved and strength of external fields being used. Normb#gause these aspects
generate simplifications as in their geometry as in the ptmseof physical systems
involved [34,40-43].

To develop results related to control, we adopt the follgnittamiltonian re-
cently developed for the bipartite anisotropic Heisendsiigg model [44] includ-
ing an inhomogeneous magnetic field restricted tdth@ection h=1,2,3 attime,
corresponding ta, y, 2):

Hh = O'l-J-O'z—Bl-O'l—Bz-O'z
3
= Y K0O1k02« — B1nO1p — B2nO2n ()
K1

which generalizes several models considered in contrbEpteviously cited works.
In the same terms and notation that [44], diagonalizatioHarhiltonian to obtain
the corresponding eigenvalues:

G =—Ih—Ros , &P =-Jh+R, 2)
&P = Ih—Ri, &Y= J+R_

whereR,_ andR,, are defined as:

Ros = \/Bﬁi ""Jiz.j:F = \/Bﬁi ""J{Zh}jF 3)
with: Iy =Jij, =J £
Bt = By, == By,
andh,i, j is understood as a cyclic permutation 0213, which is simplified in that

work by using{h} as equivalent to the pair of scripts. Note thatU (t) € SU(4)
because the sum of eigenvalues is zero.
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2.1 Definitions and notation

Using the original and practical notation used in [44], we se

Bns in {h}jF
Ro: ™ Rns

As is remarked there, subscripts+ are settled for these physical variables re-
marking their internal operations. When Bell basis is useskt the evolution opera-
tor as privileged basis, it is convenientintroduce seveltahges in the custom nota-
tion by using—, + as some lower and upper scripts, which could evolvelo+1 if
they appear in mathematical expressions. Following wigntbtation settled in that
work, capital scripté\, B, ... are reserved for,Q referred to the computational ba-
sis; greek scripts for-1,+1 or —, +; latin scriptsh, i, j, k; ... for spatial coordinates
x,y,zor 1,2,3; anda,b,c,... (between parenthesis) as subscripts to denote energy
levels 12, 3,4 when they will be required.is used sometimes to emphasize num-
ber multiplication between terms in scripts and to avoidunégerstandings. Thus,
in this notation, the standard Bell states are:

by = e[-11 (4)

IB--) =Boo) » |B-+) = |Bo1) )
1B+-) =1B10) » B++) = B11)

Energiesé;fa) correspond tdEn,y, (En_—,En_1,Eny,Enyy) in this notation.
They become:

Enpy = &%) = udh+ VR, 6)

_ 2 2
= pHIh+V, /B, +‘]{h}“

for each directiorh. Their corresponding eigenstates are:

OpeV(I4+uVj1_py)—0_guby
}(P&v>: Yec{— 1} - \/Q\/llJrC“jl L }Bu£> (7
Oy eiV(1+pvijz_,)+0_gHeb:
‘(PZ > Dee{—+} - ﬁ\/i+tu12 2-u ‘Buse> (8)
(1+vb: +vej
@)= Tee- Hﬂﬁ—vbg“mm ©)

whered, g is the Kronecker delta. For further applications, note tingtis notation,
a general bipartite state can be written as in computatioesb as in Bell basis as:
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lY) = Z g |AB) = ; Bap|Bap) (10)
ABE{0,1} aBei—,+}

2.2 Evolution operator solutions

Using the analytical expressions for eigenvalues and eeggars, we adopt the fol-
lowing reduced definitions associated with the energy &ej&4]:

t [INA if v=+
A v = — E —|— VE )= ’ 11
= g (B VEn-) {Rh_ut, it v=-— (1)
and the variables:
eny = COSAng +iBjn_q SiNAng (12)
Ohg = bn_qg Sindng
then the evolution operator in Bell basis:
Uh(t) = z UhaB7y6 ‘BGB> <By6‘ (13)
a,B,y,0
can be written in matrix form as:
eiAlfelz* ieiAltdl, 0 0
ieliiq, |dliie - 0 0
Ug(t) = - . : €S 14
l( ) 0 0 elAlieli —ie'Aliler ( )
0 0 |—iediidy,| ediie”
dhle, ™| 0 0 |-é%idy,
0 |g%et |-ddd, | 0
UZ(t) = 0 eiAzt d2, eiAzt ezi_ 0 S 82 (15)
éhidy, | 0 0 gl2ieyt
dlalgt*| 0 |iedids | 0
0 |é%iegt| 0 |ie%sid,
Us(t) = . 1 = € 16
3t iedidy | 0 |édiet| 0 = (19
0 |ie%ids, 0 glalegt

As is clarified in [44], to avoid misconceptions, note thatps —, + used in last
definitions and results are related to energy labels moreititarnal operations (as
those previously defined{h}i, B{h}:F)'
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Un(t) clearly exhibit a 2< 2 block structure, which is seminal in current work. As
was stated in [44], each block is an elemertd?) = U (1) x SU(2) with reciprocal
determinants between blocks to conform the4istructure of evolution operator in
SU(4). Then, Hilbert space? ®? becomes a direct sum of two subspaces, each one
generated by two specific pairs of Bell states dependiniy és was stated in [44],

S1,S2, Sa:

S = {AE SU(4)|AGB,y5 = 5O!Vuor[3,y6a (uyor,yB)l)/:i Sy (2)} (17)
S = {Ac SU(4)|AGB,y5 = 5a~y[3~5uaB,y67 (UaB,y~ay~B)|V=i cU(2)}
Sz = {A € SU(4)|Agg.y5 = O8sUap,ys: (Uay,py)ly== €U (2)}

are subgroups @U(4) containingS;, C S, each set of matrices able to be generated
by Un(t) in (14). As aresult of [44], each subsgtcharacterized by specific physical
parametergy. ,bp. is again a subgroup dh,. In addition, their finite products
generate eac,. Thus, inverses of last operatbrg(t), can be obtained as another
Un(t’) for same physical parametsjis, , b in the system. Last aspect is important
for evolution loops because it implies that they can be aeltién only one pulse of
Hamiltonian (1).

The last procedure has been settled in the literature e&8Ul2) reduction of the
guantum dynamics because it splits the evolutioSii{4) for the whole physical
system into twdBU(2) quantum information subsystem and the Hilbert space of the
whole system in the direct sum of two subspaces generatedlbgtable pairs of
Bell states [45].

2.3 Block structure

An important aspect in current work is to state the generatstire for each % 2
block inU (2) [44, 45]:

Sh-:emhg eng —qi"dhg (18)
: qi"chy  enf

whereh is the associated spatial coordinate of magnetic field 1, 2 is an ordering
label of appearance for each block in the rows of whole ei@miunatrix, denoted
by kj,1j, the ordinal labels for its rows in each matrix (14). Thusghpmplek, =
3,12 = 4 are the labels for the second blagk), with j = 2 inUp_4(t). Note that we
use a conventional nomenclature to state the block positgdeUp(t) matrices. In
addition:a = (—1)"i+1 g = (—1)i(Hi—ki+D) g — g(—1)"1. A comprehensive,
but empirical formula, can be constructed to set theseioekt
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Ki=1+(j—1)(1+ p23(h)) (19)
lj = Kj+ onj

with: & j =1+ p12(h) +4(j — 2)pr3(h)
Pra(h) = S(h—m)(h—n)

then, each block is determined lyj and their entries are embed in positions
(kj,kj), (k1) (1 kg ), (1, 1)

Note that defs,;) = €?%m. Neverthelessy; € U(2), not any element ot (2)
is asnj block. In fact,s,; is not necessarily a subgroupdf2), so if two or more
blocks with different physical parametejis, , b, are combined in a product, it has
not closure, which open opportunities to extend their cagerinU (2) with two or
more pulses. These aspects around the group properties olettomposition are
included in [44].

2.4 Inducing Evolution Loops and Exchange Operations

As was suggested in [44], by combining several adequatesictiens, it is possible
to get the following basic combined forms for blocks whes T (subsequently
named diagonalization and antidiagonalization case®otisply for short):

Shj = %l (20)

Sj=+01 Oor: s=+=io (22)

where we need avoid confusion between operators in conpuighbasis and Bell
basis. The use of Pauli matricesg, g» in last expressions state straight forms in the
matrix block. The reduction of evolution into each one ofstadorms are useful
in quantum information processing. Then, we can achieveugga loops [46-49]
and exchange operations [39].i®?, switching or recovering any Bell state into
another. Last operations let to obtain several controtesf® manipulate Bell states
in a programmed way by applying a sequence of magnetic fidkkpin adequate
directions. Figure 1 presented in [45] summarizes the aabie transitions and
loops among them.
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Fig. 1. Graph showing some control transformations betvidsgistates for qubita
andb. They are obtained by Heisenberg-Ising control operatiedscible to forms
(20) and (21) through magnetic pulses in specific directjdbk

3 Representation space of evolution operations

3.1 Two qubit space and restricted space of representations

Space in which a two qubit system (10) evolves is the spheseva dimensiors’
(or S° if we neglect the global phase), withiag € C andA, B € {0, 1}. Due to high
dimensionality of space, we will use to show the evolutiorcofitrol operations a
reduced space. For this purpose, we define:

|@) = sina sinf cosy|00) + sina sinfsiny|01) (22)
+sina cosf3|11) + cosa |10)

with: a,B,y€[0,2m)
as a subspace o#®? used as representation space (see an extended depiction of

this space in [50]). This space has specific properties. I€ovapare regionsa =
M+ £4,B,Y),0< &,0<B<mO0<y<mand(a’'=mn—¢&4,B' =n—B,y =y+m),
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they depict the same quantum states. Similddy3 = 1+ ¢£g,y),0<a <m0 <
g,0<y<mand(a,B' = m—e¢g,yY = y+ n), they depict equivalent states. It
shows that the representation space can be restricteéi+o(a,B,y) € [0, ] x
[0,71] x [0,27), a chart orS® C S, the three dimensional sphere. This space will be
used to illustrate the intermediate evolution in the cdraperations (20) and (21).

Furthermore, we can note that transformatian:8,y) — (a’,8’,y), with: 0 <
a<m0<B<mO0<y<mand(a’'=m—a,B’ =mn—B,y =y+ m), transforms
|@) into — |Y), representing the same states. With this, the represemtgiace can
be limited toZ = a, B,y € [0,m)*3. This structure will be used in the following
(except when graphical interpretation could become undleauch case the space
will be expanded onto neighbor regions). Last propert¥iprovides a Mdbius-like
topology, related to its edges identification, a structafreerited from arbitrariness
of quantum state phase (the same structure appears foe sjobit states, but it is
reduced by using in their component expressions on Bloch sphere).

3.2 Entanglement properties o and S’ projections onS®

Calculating the Schmidt coefficienmds. of (22), we can obtain its concurrenge

€2 = 4sirf a sir? B(cosa cosy — sina sinycosp)? (23)

% = 1 defines the maximal entanglement states@nd O defines separable states.
Clearly the lateral edges &, with a, 8 = 0, rare separable states. But they are not
exclusive, another inner surface4s contains additional separable states. Figure 2
showsZ depicting concurrence level surfaces and the four Belbstafhe most
inner helix surfaces containing Bell states depict the dngedsional regions on
which maximal entangled states are located. States (1¥)dould be projected on
S in several ways. By example if we take:

a = arccos.a | (24)
oz
B = arccos— 1]
sina
|0l
= arccos— .
4 sina sinf

becauséy|y) = Y ape(o1} |“asl® = 1, it lets understan8’ = S* x (S)*4, where
eachSt is the fiber bundle corresponding to phasessg. This sphere is con-
structed with the intersection points betwe®rand the subspace constructed with
direction of Argand representation for each state componeaomputational basis
on Fock space#’®? (for the instantaneous state in the evolution). Of coutsis, t
projection maps the states only on one eightl#bfTo realize better the evolution
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trajectories inZ, we will take a projection based on real parts of componastead
of magnitudes (a similar structure was recently studie@ i pased on a quaternion
construction):

o = arccosRe7g (25)
Red

B = arccos—
sina

ea/oo

= arccos-— -
Y sina sinf3

this selection sets a maxim&t sphere or§’ defined by the intersection points of
each real part of components in computational basis of #ie siithS’.

Fig. 2. Representation space for two qubits depicted in the text. Note the lo-
calization of Bell states and how the space is twisted raagioints between low
and upper facesZ repeats itself vertically and horizontally. Thus, vertitaces,
a, B = 0, T, extend the space in lateral directions as reflexions onskbms. Level
surfaces for concurrence are shown, inner ones approatththg maximal entan-
glementline@ = 1, where the Bell states lie. Vertical faces contain separsthtes
where% = 0, together with the inner interface splitting the two tuik@-maximal
coverings for concurrence [50].
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4 Evolution Loops and Exchange Operations

4.1 Generalities

One goal in control of Heisenberg-Ising model is based oni Bsatillations gen-
erated by magnetic fields together with their interactioergjths. Normally, this
manipulation involves a tight control of time [52, 53] andeahative types of con-
trol, as resonant or on-off control [54-56].

In this section, we will analyze how evolution operatorsdi® could adopt the
forms (20) and (21) to manipulate Bell states through ev@iubops and exchange
operations. Control effects based on Bell states couldvmavied in applications as
guantum characterization, teleportation, discrimimatmd repreparation. In spite
of (1) generalizes particular interactions included inesttvorks, some of the fol-
lowing results could be applied to generalize those sibaati This kind of control
operations could be applied in several ways, not only agobstheme instead as a
correction state procedure. As instance, operation (2@Q)dde useful in quantum
state correction (entangled or separable), when therstigrdon, in some statie),
generated by external magnetic fields. Knowledge aboutéaalloops is useful to
restore it under similar field conditions [38, 39]:

Un(t2)Un(t2) @) = [¢) (26)

by measuring accurately distortion timyeand restoring timé&. Similarly, operation
(21) can be used not only to transform Bell states among thebto reprepare a
distorted Bell state into other:

Un(t2)Un(ta) |Bes) = |Bers) (27)

4.2 Block conditions for diagonalization and antidiagonahation

It has been stated in [44] that evolution matrices (14) witediphysical parameters
fulfills Un(t) € Sﬁﬁ:w‘}} C U(1) x SU(2) x SU(2) C SU(4). This decomposition
Fa

implies that7*? is the direct sum of two subspaces generated each one byispeci
pairs of Bell states depending dn States of each subspace evolve separately of
those in another, until a relative phase, under transfaomss; € U (1) x SU(2).
Nevertheless, relative phase introduces additionalicéstns to reach (20) and (21)

in a coordinated way in both blocks. In the next sections, v& finalyze the pre-
scriptions to reach these forms on blocks to integrate theatlyfi generating Evo-
lution loops and Exchange operations on whole sp#&e?. Some of the following
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results were developed as useful applications in the quagaies design by unitary
factorization [61].

4.2.1 One pulse solutions
In orders; fuffills (20) or (21), there are several possibilities. Thermbasic way

is use only one field pulse. An easy and direct analysis shioats; = (—1)" 1,
att =T, if the following prescriptions are fulfilled:

Mg — Ng
T= 2
an >0 (28)
Jhn
2 _ a5 2
Bn’g = (ma — na) Jihyg

with: ng,mgeZ

Still, prescriptions (28) should be compatible in both li®e-a for each model
(14) to obtain an evolution lodgy, = (—1)™ 1 4. Itis possible when in additiom, —
Ng = N_g —M_gq. If condition (21) is included in only one block and (20) incdner,
thenUy becomes an exchange operation, which lets transform tweBéts among
them, while the remaining Bell states become unchangedefieless, there are
not feasible solutions in one pulse for block antidiagaralon (21) compatible
with (28) without restrict), and require non finite external fields. Then, a multiple
pulses approach is necessary. As we will see, there ardswuh two pulses to
obtain a diagonal-antidiagonal combination in the congpéslution matrices.

4.2.2 Two pulses solutions

The block obtained with the product of two blocks (18) copesding to two con-
secutive pulses with external fields in the same directigrfpllowed bys;, J. (clearly
a,3,q are the same for both pulses in the same block), becomes:

Shishy = [(Bha+0nd) o (29)
< o el —diythg  —a(ef ch +arf ’ha>>
qi*h(%gdha + eng r/wr) %geﬂg - P/wdha

which requires to be fitted with each form (20) and (21). Thespription to diago-
nalize last block intd, becomes (see Appendix A):
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Apg + sigr‘(J{h}anh}a)A(]; =NgTT (30)
Dng + Al = (Mg +ng)TT

Bh—a _ Bh—u
- U
e Iy,

with : Mg,Ng €Z

giving exactly:

Shishj = (=11, (31)

Similarly, antidiagonalization of block (29) into forms1(Ris obtained in the
Appendix A directly from (29). It gives the prescription:

2
Ang + A7 = —F(h+signaBby, _jn o)+
2(Ng + Ny — S +1))

_n
= 2Mhq.0.8.00.0; 50

Bh_a — _ {/h}a
I g Bi_q
with : Sa,Ng,N €Z

becoming in the block form:

Shishj = ((_1;)h+5a (_(1))5(1)

= (_1)Saihm0d201+hmod2 (33)
noting that bloclq]jshj reduces to (21). Note that andh introduce a phase when
associated Bell states are exchanged. In particsjacould not be an integer for
all values ofh, because it depends ah + 4/, which is restricted in common
by the prescriptions for the another block. Note that (3@) é2) should not be
combined for same block. Instead, each condition is usednenddferent block,
one witha = —1 and another witle = 1, in agreement with (18). Anyway, each
set of conditions fits only one block of whole evolution matrso compatibility

between them should be reviewed.
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4.3 Evolution loops and exchange operations
4.3.1 Evolution loops in one pulse

As was stated, evolution loops can be reached with only otk figlse using the
prescriptions given in (28) combined for two blocks (laleds+a):

ma—na I‘La—m,a
T= m= >0 34
aldy aldy - ( )
Jhn
2 _ h'la 2
Bh—a = (ma _na) _J{h}a >0
Jnn_
2 _ h'l—a 2 2
Bha = (7m,a — I‘La) _‘]{h},a >0

with: nig.mqaeZ

wheren.q,myq should be properly selected. If additionaliy., have the same
parity, thenUp(t) will have the same phase in both blocks. In last case, these pr
scriptions generate the matrix evolution:

Un(t) = (=1)™14 (35)

Figure 3 shows three cases of evolution loops representéifon | yo) for J =
10,J; = 0.4,J, = 0.5, wherd, j,k is an even permutation of 2, 3 corresponding to
X, Y,z respectively. Whilej in U;(t) is the direction of magnetic field applied in each
figure a, b and ¢, showing the evolution loop generated,pyy, U, respectively and
departing fromBoo) in the lower face ofZ. In that representation, reader should be
aware that evolution trajectory is only a projection fromakhspace#’®2 on S°,
so trajectory does not necessarily show the complete rat@ss{specially when it
crosses other Bell states, as in Figure 3c), except in tlveiugon edges, which
corresponds exactly with thyo) state. In these representations, continuity was
preferred, so trajectory in Figure 3¢ was extended outgidetherwise, initial lower
part of trajectory will appear inverted with respecialirection from top of#, to
arrive finally on|Bpo) in the top face, in agreement with symmetries stated in@ecti
3.1).

4.3.2 Evolution loops in two pulses

Here, we identify six free possible parametdgi 4, B;,_,.t,t". Nevertheless it is
possible to achieve evolution loops (20) with two pulsessthoperations are com-
plex and unnecessary in spite of previous results. In addithe most of them are
just combinations of one pulse operatiods{ = J,, cases), so we will omit this
analysis.
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Fig. 3: Representation of evolution loops 4 for Bell state|Byp) under each
type of Hamiltonian (1): alJx with m_ =2,n_ =1 m; = 1,n; = 2; b) Uy with
m =4n_=1m;=2n,.=5;andU,withm_=4n_=1m; =2 n, =5.All
trajectories begin and end jfoo).

There are some possible useful issues around reversihihigh are convenient
remark here. Note that if we split arbitrarily the procesdast subsection in two
timest +t' = T, we obtain exactly two inverse operations between them éstict
our discussion tag even)Un(t')Un(t) = 14 — Uy L(t) = Un(t'). The inverse opera-
tion fulfills for both blocks. Otherwise one can be interedteto reverse selectively
the evolution in only one block and pursuit different efiert the remaining block.
It shows that evolution operations can involve their owrelrse operations at least
in special and controlled cases. Clearly, in spite of resnl{44], the inverse opera-
tions are achievable for the same Hamiltonian (1) in a fireguence of pulses. In
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the next subsection, we will focus on two pulses operationnstruct exchange
operations: diagonal-antidiagonal or antidiagonaleiatjonal cases.

4.3.3 Exchange operations in two pulses

The general block (18) cannot be antidiagonalized whilentlagnetic field or the

strength interaction remain finit@g§| = 0). Thus, we appeal to the two pulses ap-
proach. Clearly, in spite of (32), the antidiagonal-amtgtinal case, for both blocks
in (29), implies an extra condition in comparison with (3@hich requires strong
restrictions (normally unreachable) on interaction sithaJ;. Therefore, we will
analyze exclusively the diagonal-antidiagonal case, wioaly two selected Bell
states could be exchanged while other two become unchaimgagreement with
Figure 1. Anyway, combining last solutions, the antidiagleantidiagonal case can
be reached in four pulses.

The diagonal-antidiagonal case requires combine (30)22)kguations for two
blocks in a fix case of (14). One solution can be reached bingettprogram based
on calculate each one &,_g,Bj_,.t,t' parameters in terms dp, [45]. Here,
we seta script for the diagonal block anda for the antidiagonal one. First, it is
possible decouplBy, in the following equation:

2 2
_Bha +1:<A+Bh (36)
Jihy g (h}_a
with: A= __2Mat L
. 2(my +na)|‘]{h},a|
2n_+1)J,

 2(ma 1) T ]

Equation (36) it is easily solved, giving the following fdynbf potential solu-
tions:

—AB+VAZ+B2—1
B2-1

1€ = (37)

whereé = J{B;‘“ . This equation has solutions whité + B2 > 1 and their positivity

had been warranted. That is possible in general for seveité find anisotropic
interaction strengths in three directions by selectingi@slforn_q,n_,,ng, My
properly (Figure 4). Solutions are centered on oppositgssdiorA andB, limiting
physical cases in spite of (B1) and (B2).

Clearly,n_q,n"_, > 0andmgy +ngq, Jn, J;, determines the selection AfB. Figure
4 shows the ava|lable regions with solutions {éf in the planeA — B for (37).
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el = = aleglog am
Bl

Fig. 4: Solutions (37) in the plank— B for a) Negative sign, and b) Positive sign.
Shaded regions correspond|&j values in the gray scale on the right and dashed
ones are regions without solutions [45].

Note that, there are solutions in the four quadrants, whathtb find solutions for
finite Jy,J), with an adequate selection af 4,n’_,,ng, M. Be aware of dashed
regions where (37) have not real solutions. Solutions apeessed in terms of
(see Appendix B):
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2
-2 = x? (38)

B 2ng/E2+1 2_1
o Se(2n_qg+1)+PaS, (20 +1)|€]|

Jiny Jny
| S =7

SI = | =
Iy _q Ihy g
then, other parameters become:
B/ B/ B
=gt =X (39)
{h}_q {hta
iy gt iy It T

@no+1) (@ ,+DJE 2221

In addition, to fit the phase of antidiagonal elements in (29¢ selection of
parameters involved should fulfill:

Z(ma + na) = Mh.q.—a,ﬁ.n,a,n’_a,s,a =
= —(h+sign(aBhby, jn,) +2(Na+n g —sa+1))  (40)

then,my + Ny fixessy value in (33). Clearly, our analysis has been preserving the
possibility that those strengths could change during eatsega few common, but
not impossible situation as function of experimental aaag technology). Never-
theless, itis not a decisive factor to achieve all depictatrol effects.

Figure 5 shows the effects of evolution in an exchange ojperan Bell states
under Hamiltonian (1), by applying prescriptions (37-40).the case showed,
Jx=2,3,=04,),= 0.6 andh = 1. The first block has been selected as antidiago-
nal (j =1,a,8,q=—11in (18) and (29)) andg = 0,n;; =0,m_q =2;n_q = —4
have been chosen. Last parameters, together with the étitarastrengths deter-
mine Rabi frequencies and magnetic fields involved in thegss (until two figures:
t=177t =7.65B;_ =173B;, =0.86B; =173B;, =—0.05), which are
reflected on each trajectory i#Z. In agreement with Figure 1, this selection lets
a transformation betweelffyp) and|fBo1) states. Figure 5a and 5b show these tra-
jectories projected iZ when last states are exchanged. WHiko) and|B11) are
simultaneously preserved under same operation (Figura®&d). In these cases,
the trajectories leave the original states, curiously géinprojections onf310) and
|Bo1) respectively, to finally comeback into the original oneselus, = 10,h=1,
the state$f10) and|B11) do not exhibit phase change.
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Fig. 5: Evolution for the exchange operatidpwith the first block as antidiagonal
and the second as diagonal in (14). a) and b) st@igs and|Bo1), respectively,
exchanging mutually after a cycle of two pulses construatitial prescriptions (37-
40) in a trajectory inZ, developing controlled Rabi oscillations; ¢) and d) states
|B10) and|B11) evolving on themselves with the same exchange operation.

4.4 Remarks and extensions in control approaches

Separability oy (t) € %E‘ST:IZ‘}} in two weakly correlatet (1) x SU(2) subgroups,
open possibilities for other control schemes. Optimal c@tior two level quantum
systems has been well-developed by [58] in terms of energyaad by [59] in

terms of minimal time for a general Hamiltonian, but fullynspatible with (1) pre-
sented here (when it is written in a non local basis and inseyfithe reducible vari-
ables introduced in (4) and (6)). These control procedurespplicable for each
block in the current Hamiltonian while its unitary phase’t could be managed
in their respective context. Thus, some conditions shoaltuliilled to decompose
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completely the control problem ig”®? with evolution operators i8U(4) in two
completely separable problems, each one on a two level Hitipaces# under
SU(2) evolution operators.

The first one is associated with the opposite signs in expgsrmadblock unitary
factors. The condition to convert the relative phase betvaexth blocks into a global
phase (which means, the relative phase in both subspacesatguh by the direct
sum decomposition for this system) impose an additionatictien on intervalT
in which control should be achieved;T = nm,n € Z. Last aspect is generated
because it is not possible set an unique rotating frame éowtiole system. Clearly,
last condition oriT limits the optimal solutions obtained in [58] f&U(2). Bang-
bang based control in [59] has the same limitations to staténémal interval in
which a general population transfer.itf©? can be achieved. In our procedure, the
same restriction is present through equations (34) and f@19ne pulse and two
pulses approaches respectively, but they were fulfilletbads of optimal energy or
minimal interval conditions. A second limitation, whichudd be handled in some
cases, is the time concordance in the separated effectschrbesck. For optimal
control, in agreement with [58], the minimum cost is ordarersely with respect
of time, thus, at least a quasi-optimal solution can be akbtheasily. Minimal time
control solutions in [59] is a more sophisticated contrdijeta cannot fit easily the
optimal time for both blocks simultaneously.

In other terms, we should realize those prescriptions imapéd control as in
[59] depending in each case on initial state. Instead, obimtroduced in last sec-
tions is not optimal, but it states an universal recoverordfpartite qubits in terms
of Evolution loops or population inversion for selected spéices ins#*2. Thus,
several approaches pursuit different pretensions. Nesieds, extension of these
valued control schemes, [58] and [59], remains open in theentireducible ap-
proach based on non local basis.

5 Generalized Diagonal and Antidiagonal Operations and
Natural Quantum Gates Generated

In the previous analysis of exchange operations, evolutiatrix has becoming in
T =t+1t/, as one of the following in the next set (or with alternatiigns in the
exchange block):
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0100 1000
-1000 0100

UM =1 0010|0001 (41)
0001 00-10
000i 1000
0100 00i0

V2T =10010|"|0i00 (42)

i000 0001

1000 0010
0001 0 100
UsM =100 10]| 1000 (43)

0-100 0 001

which are diagonal-antidiagonal forms achievable with tiracedure and prescrip-
tions (37-40). Note that similar formulas (with variatioimsblock phases) could
appear in other cases. Note that, when it happens, the pooj€25) could fail to
reflect the evolution effects in those operations, so ptmes like (24) could be
more adequate as representationssn

Nevertheless that main objectives in current work are dimidoops and ex-
change operations generated by (1), at this point is coangset some extensions.
General forms generated by these operations (includingepfeactors) will be dis-
cussed in the following subsection as an extended propesaluse they combine
previous operations with local or semi-global phase gates.

In general terms, evolution matrices (14) have the podsild adoptP—unitary
matrices forms, which recently have been reported to aetiamstorization of quan-
tum gates [60, 57]. This scheme is achievable by the curndetaction precisely
generalizing some forms into controlled gates, as thosevgiuiion loops and Ex-
change operations. Together, these forms can be adaptbd gohstruction of a
universal set of quantum gates for the two-qubit proceqd&ih

5.1 Diagonal-Diagonal forms

When each set of equations (30) and (32) are solved, all ieqpgah each set are
necessary conditions to make antidiagonal or diagonabsregual to zero in terms
of (20) and (21), respectively. Weakening the unitary glgtese condition fod,

in one pulse diagonal case, we obtain for tifnethe following diagonal forms in
each block D,):

Shljjl _ eiC{JhT(_l)nalz
_ T 50, (44)
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with the following restrictions (foo = 1 corresponding to each block):

Ng 1T
By = (%)Z—J{h}i (45)

instead of (20), wher@, € Z and T are free parameters. This operation is not
precisely an evolution loop because it does not assign aabfiiase to all states,
instead, it induces a semi-global phase in the subspaceajeddy their associated
Bell states.

These procedures let to obtain more general diagonal foomdyf than previ-
ously obtained, with the structure:

S:€? 00 0
0 Sie? 0 0
Uy(T) = @ip = 0 Sl]b Slze—i(p 0 (46)
0 o0 0 S
$€? 0 0 0
0 S 0 0
Up(T) = @g = 0 8220 Szzefi(p 0 47)
0 0 0 Se?
SE€? 0 0 0
0 S 0 0
UM=28=| o 5% e o (48)

0 0 0 Spel?

where§,j are+1 independently, depending only on parametergselected. These
structures were introduced in [44] because they cleariypfan abelian group i&.

5.2 Diagonal-Antidiagonal forms

For two pulses diagonal-antidiagonal case, note that (30)32) are the more gen-
eral solutions to obtain exchange operations (37-40)t Bing third equations in
(30) are still general conditions to adjust the block on gdieal form. Second equa-
tion was used only to get a non-zero real entry, so we do natnase here. For the
remaining antidiagonal block, (32) are no more the genaesgiptions because
they are specifically constructed to obtain non zero entieg real or imaginary.
Instead, (32), are the general rules. Resuming, for twoegulsoth general pre-
scriptions give the following general diagonBl) and antidiagonalA,) combined
blocks respectively (see Appendix C):
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H / ¢/
Sh|j32 _ e*|C{(Jht+.]ht )(_1)n,a|2

— g 1a(Gnt+t) yr?jz, P (49)

$f2 = IR g siMsign(cosap, sindngbn_q) -

0 _e—i¢ha
\(~1)hetha 0

= e AR e

-(olsin<¢ha - %h> + 02C03<¢ha - %h)) (50)

where, we are usinga for the diagonal block and for the antidiagonal one. Script
in gn,j should remember that it is related ¢oas in (18). Heret andt’, the pulse
intervals, are parameters involved in the whole set ofi&ins. In this terms, the

diagonal-antidiagonal forms in two pulses become now, thargeBoo) «— |Bo1)
or |Bo) < [B1y):

Ul(T) = o =
0 iS;,d@+én) 0 0

iSy,6(@—#n-) 0 0 0
0 0 S 0 1)
0 0 0 Spel?
Up(T) = a7 =
Si€? 0 0 0
0 S;4€? 0 0
= 0 0 0 iSlze*i(‘P+¢h+> (52)
0 0 iSpe(@¢ny) 0

to exchangeéBoo) «— |B11) or |Bo1) +— |Bio):
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0 0 0 —S,e@teny)
0 Se® 0 0
= 0 0 Spei® 0 (53)
Se@t) 0 0 0
Up(T) = gy =
S$1€? 0 0 0
B 0 0 —Syei®ten) 0
- 0 Spei@—¢n) 0 0 (54)
0 0 0 S$1€?
to exchangeBoo) «<— |B10) OF |Bo1) «— |Br1):
— (pv¢h—
Us(T) = %.1 =
0 0 Sz €®n-) 0
B 0 Szoe'® 0 0
| isnd® ) 0 0 0 (°5)
0 0 0 Seoe 1?
Us(T) = ™" =
S31€? 0 0 0
_ 0 0 0 iSze!(®+ony)
- 0 0 S51€? 0 (56)
0 iSge @) 0 0

whereT =t +t’ and second superscrigt,in .;z/h(pjf‘ph" denotes the antidiagonal block.
An important property is that the set includi@f anddﬁf’f““, with ¢ng, h, j fixed,

forms an abelian group becau%‘,”;"p““.;z/h(f’j‘ph“ = e ;z%,ﬁ"ph“ = 9% Note
that if ¢ are 7 and@ = nr,n € Z we recover forms analyzed in the previous sec-

tion. All them,@ﬁ,dfj‘phi act on Bell states to recover or exchange them periodi-
cally. For other states, these operations insert prograhphases in their different
non local components. All these generalized operationklqay similar roles that
those quantum controlled gates acting on the computatimsss, but realizing that
they act on non local resources.

In the following, we will analyze only the cases wigh= 0, |¢n. | = 5 and will
set signss,j to have+-1 in the first row of each block as in (41-43), similarly as in
the standard algorithm in terms 6tNOT, gate.
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5.3 Equivalence with computational gates

g
Diagonal-antidiagonal matrices as (41-43)@;?’117 remembeC?NOT, gates, but

applied to scripts of Bell statefﬁa,3> instead of those of computational bagi{3)
(by extending momentarily our notation under the equivede®<«> —,1 <> +). In

m
fact, if we realize thathlo’f is almostCINOT, = C!X, gate (understood as its

straight form to Bell basis) except for the sign changed Eﬂetehtryba%1
then a brief analysis shows concisely:

2 ot

A = X CY(iV) Xy (57)
%2 = CL(iY,) (58)
AF = X\ CI2(Xy %) Xy (59)
7 = CL2(ix,Xy) (60)
%01 = XoC2(iY1)Xo (61)
Ay = C(ivy) (62)

whereX,Y,Z are Pauli matrices form&'¥2(G) is partially a classical controlled
gateG, where control I 2 meanA® B (using the equivalence with computational
scripts mentioned before) ¢kt @ BT” (notation for greek scripts in this work),
depending on form off3ag) :130,3}, the scripts of state on which gate is acting.
We should remember that all these equalities are only basedatrix form, they
are not the standard gates in computational basis. Any\wesysets of operations
give some alternative gates to those used with computatiaisés in the traditional
circuit model of quantum computation. An example is the stui®on of quantum
gates involved in the traditional Teleportation algoritoyC(iY,) [62].

As a final analysis, due to the operatiowi @ 1,)(C!X,) transforms compu-
tational basis into Bell basis (here¢; is the Hadamard gate applied on chan-
neI a), last operations in computational basis could be expieaséCXy) (/4 @

2) (' ha) (A @ 15)(CXo) = dc‘p“ph" and similarly for 2/ (C superscript de-
notes tlhat gate is ertten in the computatlonal basis repmason) Foh = 1,2,

expressions for;z/C 2 show that they transform computational basis states into
states with an unlform probability distribution in that Eaéwith different phases
inserted). Foh = 3, this states are still exchange operators between someeeis

of computational basig@0) < |11),|01) « |10)). For 2°¢ (defined similarly as

a computational basis representation) anrd 3, we get an operation, which intro-
duces symmetrical phases between groups of their elemesttiyeas in the Bell
basis representation. Neverthelesshferl, 2, we get an operation, which generates
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combinations between basis elements weighted by, siosg (rotation of bipartite
qubits as a whole).

6 Entanglement dynamics

6.1 Evolution of Bell states entanglement

Some special features of entanglement control should bartesd moreover that
control operations analyzed in this work. A direct calciglatshows that concur-
rence of states evolved from Bell stat#ﬁ,,v% undetUp(t) in (14) becomes:

&l =1—-4jy? fﬂvlohzj o sin*tA; ih, (63)
p,h=1

f[}v =< uv ,h=2
v .h=3

)

exhibiting a simple behavior depending only on one Rabidesgy, in contrast
with evolution of other states, particularly separablesonast feature is inherited
from separation 0£#%2 in the direct sum of two subspaces generated by pairs of
Bell states. This property is consistent with the isotragse reported in [38, 39]
and with (34) and (37-40). But it implies a more general femhecause not for all
physical parameters in the current interaction, evolvetdates comeback in each
period to their original states. Instead, they comebaakather maximal entangled
states, denoting a natural correspondence between masmtaaiglement with the
current Heisenberg-Ising model. In addition, we note thatre are not possible
prescriptions with finite constant magnetic fields to depedomaximal entangled
evolution path (more than obviogiﬁ,fﬂv =0 orbhfﬂv =0).

In another perspective, intermediate stages of evolutorinitially Bell states
does not always become separable. Onljsﬁif}v bhfﬂv =1/4, then%ﬁv reaches its

minimum value. It means, whe||Bh7fD | = Fihy¢n |, the perfect tuning between
v uv
field and strength interaction.

6.2 Control of maximal entanglement

As in [61], the presence of parasitic magnetic fields coufdcafthe stability of
maximal entanglement. Thus, if qubits are currently exdasemagnetic fields
B1nh, Bon respectively, maximal entangled states have oscillatwitis frequencies
w- =Ry_,w; = Ry, by pairs, in agreement with (3) and (63). In that situatin,
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homogeneous magnetic fieB},o, can be added to tune the oscillation frequency of
entanglement of all maximal entangled states by requinng, = n_ R/th (where
n.,n_ € Z*). Magnetic fieldBng becomes:

1
Bho = E(—BthinH/ha,—J{h}i) (64)

Other possible desired effect could be to maximize the lasicih amplitude for
concurrence to assure that there are periodical interreesiigarable states. Again,
an additional homogeneous fie8} is sufficient to reach this effect for those of
Bell states associated in (63) wiBy_ for each value oh. We need to get a new

effective field|By | = [Jjny_|, itimplies:

1
Bho = 5(=Bny £ [Jhy _) (65)

Nevertheless, for Bell states associated \Bith in (63), selective fields on each
qubiti = 1,2, B, = Bin + dBip, should be added, in such way that they fulfill:

6B1p —0Boh = —Bn_ =+ [Iqny., |) (66)

Finally, under these control operations, it is possibldifyuB,_ or By, to set
invariant some Bell states (as in [45] for isotropic Heisengplsing interaction). In
these cases, some of eigenvalues (7) become Bell states.

7 Conclusions

Research on physical systems on which quantum technologig d® set up is
growing continuously, in particular that related to quantcomputation, quantum
information processing or quantum cryptography. Nevéetisethat optics has been
partially a dominant arena to last developments, matterbegs shown several
benefits in terms of quantum storage and complex informaifoeessing, allow-
ing new computational tasks, which are impossible with eortional information
technology or quantum optics exclusively. Such quanturff stguires a system
of several qubits and the main matter based technology &setipurposes is mag-
netic. Thus, spin-based quantum computing has been dedtlopseveral experi-
mental implementations: superconducting integratecegyst superconducting flux
qubits, straight nuclear magnetic resonance and quantasn Alb of them exploit
Heisenberg-Ising interaction with different approach&? [ together with control
on guantum states and entanglement control in particular.

Several issues has been solved in technological applicaicound of stability
and decoherence to set stable isolated qubits as thosethdiedsin parallel with
their control of quantum properties. Control of time and metir fields are actually
very well-developed. [64] reports experimental data alboagnetic control parame-
ters required for these systems in related problems to {hesented here. Control
is settled around df~ 102 — 10-®sfor time control under fields ne@~ 1— 10T



28 Francisco Delgado

operating on regions with sizes aroundrof 5nm All of them are values com-
pletely achievable in the contemporary control physicsvetiieless, in the cur-
rent time, deep control of physical parameters in quantugmatc systems is still

limited, so research of Heisenberg-Ising model in a comgmsive way, including

several freedom degrees as manipulable (in particulardibexg-1sing interaction
strengths) opens future opportunities to explode all thbemputable possibilities.
Thus, in agreement with [63], still a programmable artifisjgin network should be
constructed, based on bipartite qubits behavior knowleahgits full control.

In this sense, current work develops some of this basic kexbgéd with models
including additional freedom degrees. Due to basic formvolgion in (14) have
a semi-direct product structure in terms of group theory mwitds expressed in
a non local basis [44], it reveals a new kind of quantum resgaito be used in
parallel, by example, the use of each independent block aparate channel be-
ing processed in parallel with its partner. Gates constdiander this model state
elementary physical operations to reproduce a planned#eolin terms of a gram-
mar based on Bell states, which can be scaled to simulatelegropmputational
problems based on these quantum resources. In additiarhas been shown here,
those operations could be constructed as controlled opesads the Exchange op-
erations, whose prescriptions have been obtained here, Bi®lution loops state
procedures to maintain this quantum resources periogdiaadlilable when external
fields are present, in the terms discussed in the last section

Also, Evolution loops achieved exactly Bsand Exchange operations achieved
with block forms (41) are useful by themselves in discrintimaand quantum state
correction [61]. Moreover, by combining these operatioh#) (in different direc-
tions, we can increase the possibilities of entanglementrabas was stated in
Figure 1 in terms of basic results in section 4. Creation a¥ensal procedures to
reproduce arbitrary gates is open with the current proeeirterms of elements
identified as controlled operations (57). Still, optimahtrel could be developed
because the reducible structure in terms of Bell statess,Tiore structured or al-
ternative control procedures as those in [59]3bk2) could be implemented, taking
care about the existing correlation between blocks.

Gates to reproduce well-known procedures in circuit-gatEngum computation
(as teleportation, quantum Fourier transform, etc.) shbel adapted each time as
function of quantum system being used in the implementatturent model is
an approach, which unifies magnetic systems to reproduse tpates in terms of
discussion in section 5 and possible extensions as thosg bensidered in [57].

Future work, to exploit Heisenberg-Ising model presentecehcould be ad-
dressed on the analysis under finite temperature based oix thatisity evolution
as is required to consider realistic decoherence effedfseircurrent development.
In addition, error correction analysis is necessary in gocedures, based on ex-
perimental limitations (control on time and magnetic filkdpwledge and control
of interaction strengths, etc.). In our approach, an impneent should be gener-
ated through alternative continuous pulses (by examfilp= By + Bpsin(wt), in-
stead of piecewise pulses as those used here. Piecewigs podseasy to manage



Bipartite quantum control for quantum processing 29

theoretically, but they are experimentally few practicat&use their discontinuity
introduces associated resonant effects.

Nuclear magnetic resonance, Quantum dots and electroiiegndattices have
been the most successful systems carrying out quantumitalgerbased on their
coherence and stability [64]. These systems could expldeaspects presented
theoretically here, the first is to state non local basis aataral language because
it appears more natural in the interactions involved (desmif course, their own
difficulties to avoid state decoherence, which, neverlean be addressed with
the same procedures stated here). In addition, translaftiddassical gates in circuit-
gate model into alternative gates as those presented iwthisbased on non local
states as basic resources, nevertheless that they coutd dppear sufficiently clear
in terms of human classical bit manipulation.
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APPENDIX A: Diagonalization and Antidiagonalization
Solutions

To diagonalize or antidiagonalize the two pulse generichl@9), some general
conditions should be fulfilled. In terms of definitions (412} and noting that

lens |2+ |dng |2 = 1, we obtain for the diagonal form (20):

jh_qtandng + j,_,tand, =0 (A1)
sign(bn_qby,_, SinAnh, Sin4/, | cosAn, cosa/ ) = -1

lenn|[dhy | = 1605 Idha | = |en| = |6k, dh | = |chal

obtained directly by analyzing arguments and magnitudésedf entries. Similarly
for the antidiagonal form (21):

jh_q tanfp, + ”1701 tanA,’]; =0 (A2)
sign(b_q by, SinAnh, SiNA| | cosAn, cosdy ) =1
et lleht | = Idnal [chg | = len&| = [chg |, 1645 ] = [cha
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The first requirementin (Al) and (A2) is the same in both cadessecond equa-
tion in each set only adjust signs for the necessary conibimbaetweerby,_,, bey;
finally, third expressions are equivalents to:

bn? o SIN? Ang = bhZ , SiP Ay, (A3)

for the diagonalization case and:

br? ¢ SIP Ang + bi,2 , SinP AL, =1 (A4)

for the antidiagonalization one. Combining each one ofdlegressions with the
first equations in (Al) and (A2), we obtain different soluiso With these condi-
tions fulfilled, the block becomes, for diagonalization amtidiagonalization cases,
respectively:

&(8ha +8n) sign(cosAng cosA,; ) (A5)

qind ha ) sign(CosAng SINALS b ) X (A6)

0 _dBdna
(_1)heiﬁ¢r/pa 0

with:

$ne = arctar(jn_q tandng ) (A7)
bhg = arctar(jﬁfatanA(];)

Thus, the more feasible solution for the diagonalizaticseazan be expressed as:

Ang + Sing{h}aJih}g)Aé; =NgTT (A8)
Bhfa — pra
Ihte Iy,
with : Mg,Ng €Z

Similarly, for the antidiagonalization case, the more figlassolution becomes
(obtained as a limit case of (A2) or directly from (29)):
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")
Dng + A = —F(h-+signaBby, _jn o)+

2(Ng + Ny —sg +1))

with : Sa,Na,Ny €Z

APPENDIX B: Exchange Operations in Two Pulses

Combining (30) and (32), it is possible write:

B 1_ 1/ Bh%a +J{h}§
2 \/Bha +Jm?,

(2n_q+1)+ (20 ,+1)

Ng

/
Jihtq Bra_

(B1)
Ih} g ‘]ih},a

departing from first equation in (30). ThuB,,Bn_4 could be determined (with
several possibilities for their signs). With that, the rémreg parameters can be
easily obtained:

Bh—d‘], J h J
T g g _T-a’h o
h—a — J{h}ol »Pha — T Bhu (BZ)
_ (2n_g+D)m . @Enlg+m [Bha
= = U
2\/Bh§+3{h}fu’ 2\/Bh%+3{h}2_a iy !

then, these expressions can be manipulated to write theannrstofé parameter.

APPENDIX C: Generalized exchange Operations in Two Pulses
As was explained in section 5 for the diagonal bloeky:

Mg+ Sigr‘(‘]{h}fc{(‘]ih},a)Aé:a =N_qT

Bhg  _ _Bha C1
I g Iy, (€1
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with n_4 € Z. This equation is easier to solve than in section 4 bechasdt’ are
only parameters, so this pair of equations are not coupltdthvse of antidiagonal
block. For that blockg:

jh_qtandng + j,_,tand, =0 (C2)
sign(bn_q by, SinAn, SinA/ | cosAn, cosdy ) =1
bn? o S Ang + b}, SiP AL, =1

Similarly, this set of equations can be solved by noting seabnd equation only

adjust to the correct combination of signs. Taking adaihas parameters, which
lets considebn, o independent fromd\ng , 4y, then, by expressinig, ., in terms
of jh.q, first and second equations can be solved simultaneousigdadfi, , 4y, ,
for specific values ofp_ 4.
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Photonic properties of two-dimensional
dielectric crystals made of uniaxial polaritonic
materials. A finite difference time domain
treatment

Hernan Alejandro Gomez-Urrea and Miguel Eduardo Mora-Ramo

Abstract

The properties of light propagation in two-dimensional fgimic crystals made
of phonon-polariton materials are investigated in detaihg the finite difference
time domain method of solving the Maxwell equations for gl@magnetic waves.
Polaritonic materials such as wurtzite 111-V nitride seomductors are considered to
be the constituents of dielectric cores embedded in airirpatith different cross-
section geometries. The properties of the photonic frequetructure are inves-
tigated through the calculation of the dispersion relaiand the features of the
photonic band gaps are particularly discussed.

En este trabajo se investigan las propiedades de la prapagde la luz en
cristales fotonicos bidimensionales constituidos pordsadieléctricas de materiales
polariténicos empleando el método de diferencias finitasl @ominio del tiempo
para resolver numéricamente las ecuaciones de Maxwellgmomdas electromag-
néticas. Los materiales que se consideran son los nitram&Esnductores de tipo
I1I-V con estructura uniaxial de wurzita y las barras diéliéas se suponen con
diferentes formas geométricas en su seccion transveesagp®rtan las relaciones
de dispersion foténicas y se discuten las caracteristiedasibrechas de propa-
gacion prohibidas en esta clase de sistemas.

1 Introduction

In recent decades, a new branch of research has emerged,draee possibility
of controlling the optical properties of materials; for exale, the fabrication of
systems that respond to the incidence of electromagnetiatian with signals re-
stricted only to a certain frequency range or to allow itspagation only along a
specific spatial direction. Another desirable property hayo confine one or sev-
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Centro de Investigacién en Ciencias-IICBA, Universidaddhmoma del Estado de Morelos, Av.
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eral particular modes within a certain spatial region; thlleving the amplification
of the optical intensity.

Many systems of this kind have been made possible thankstddhkign and
manufacture of photonic crystals (PHCs). These are stregitreated from the pe-
riodic spatial arrangement of materials with differentaetive indices that behave
like a crystal for light waves, in analogy to the phenomethan takes place in solids
for the electron wave functions. In this way, they presemistuctive interference
in well-defined propagation directions, leading to Bragfraction. With sufficient
contrast in the refractive index of the components, the agagion of the electro-
magnetic wave within a characteristic range of wavelengémsbe avoided. The ba-
sic aspects related to a PHC were initially presented in ttides of Yablonovitch
[1] and John [2] in 1987. In these works it is established thatPHCs have the
property to control and inhibit the spontaneous emissidmchv significantly im-
pacts the physics of semiconductor lasers [1]. On the otdued }it is also suggested
that the presence of some disorder in dielectric superaré&sican bring with it the
phenomenon of the location of light.

In any case, from those reports it began to be clear that thedievariations in
the dielectric properties can affect the nature of the pgagian of light in a system.
This occurs in such a way that the PHCs show, for electrontagragliation, the
same kind of distribution of allowed and forbidden frequesdgypical of the energy
spectrum of the electron in its movement in a crystal lafttje

It is worth noting that the scientific literature containsrebackground on the
formulation of PHCs. In this sense it is possible to mentioeaew published in
1972 by R. A. Silin [3] that focuses on artificial dielectrigsteems formed by peri-
odic arrangements of conductive and insulating elemetits. peculiarities of the
optical propagation in them are explained in terms of thesgmee of surfaces of
equal frequency. In addition, it is proposed that artificiElectric structures com-
posed of parallel layers can convert a divergent beam intnaergent beam, that
total reflection can appear for small incident angles antgaeflection for larger
incident angles, and that the increase in the angle of incielean result in a de-
crease in the angle of refraction. Another element discligsthis article is the pos-
sibility of the appearance of birefringence effects, dejpeq precisely on the angle
of incidence on the system. The work also refers to the@ledicd experimental re-
sults dating from 1947, made by the well-known Soviet phgslcl. Mandel’shtam,
which could be considered as the oldest antecedent forudeestof the mentioned
phenomena.

As earlier mentioned, an essential feature of PHCs is thetemge of photonic
gaps or band gap widths (PBGSs). This implies that the prapagtrough the PHC
of signals with frequencies within one or more particularges is forbidden. On the
other hand, once a PBG is formed it is possible to introduogeskind of defect in
the crystal so that it catches or locates the light insideutthermore, the introduc-
tion of a line of defects can allow the guidance of light fromedocation to another,
so that an electromagnetic signal whose frequency is witignforbidden region
can propagate through this kind of waveguide. The light iameonfined, and it is
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possible to direct it along such kind of guidance preciselyduse its frequency can
not propagate in the crystal [2].

Extending the study of the PHCs to the two-dimensional (PB)C&nd three-
dimensional (PHC3D) cases (in the latter the structure i©g@ie along its three
axes) brings improvements and more possibilities in theliagmof the optical prop-
erties of the structure. To see this, consider the exampeoofe-dimensional PHC
(PHC1D); a Bragg reflector. In this case two layers of différaaterials arranged in
a regular manner are considered. When there is a normagimogdof light on such
a structure, it will undergo reflections and transmissiansazh interface between
the individual layers. By choosing the width of said layegua& to a quarter of
the wavelength, all the different contributions to the smaiitted beam will interfere
destructively. Then, most of the light will be reflected baekds.

If the structure consists of an infinite number of periodsréhwill be no trans-
mission of light and you will have a perfect reflector. Besiddue to the one-
dimensional nature of these reflectors, only the light tlwaunally hits their surface
can be reflected, the light incident parallel to the layetbneit suffer any dispersion
and therefore does not experience reflection.

A solution to this problem can be achieved, for example, iHCRD is consid-
ered. In this system the structure is periodic along twosoites and homogeneous
throughout the third. Accordingly, the PHC2D can be con&deas a periodic distri-
bution in the plane of a structure with dielectric contrasttthas a certain geometry.
When these structures are carefully designed, they cartréflelight coming from
all directions, with the condition that it propagates in p&ne of periodicity of the
crystal.

Apart from the aforementioned, there are a lot of possibjdiegtions for the
PHCs. The research has produced new developments. For kexdPhC1D are
used as thin films in optical applications. PHC2D fibers amdpced by several
companies to transmit and control light at frequencies irctvbonventional optical
fibers fail to function [4].

Since the pioneering works of Yablonovitch and John [1, 2]ltiple theoretical
studies have been carried out in order to find a suitable datelfor the PHC3D.
Almost simultaneously, vectorial solution methods werplemented for light prop-
agation equations based on plane wave expansion [5-7]wibiigh saying that the
first experimental works only verified a pseudo-PBG, not @ PBG [8]. Shortly
afterwards it was possible to identify a structure that hadraplete PBG. The the-
oretical research of Het al.[7] confirmed the existence of the first PHC3D for the
dielectric system with diamond-like symmetry.

At the same time and in a similar way, band structures for dimeensional sys-
tems were calculated by Plihet al.[9]. However McCallet al.[10] were the first to
calculate and measure the microwave propagation in a tmesional array with
cylinders of a high dielectric constant. With the confirroatof dielectric structures
that can be achieved in two and three dimensions, attentifted to the applica-
tions and search for new designs and architectures.

In recent years, the study has been extended to media in whegbermittivity
of the material depends on the frequency, in particulaisehibat exhibit phonon-



38 H. A. Gbmez-Urrea and M. E. Mora-Ramos

polariton type excitations. As in the PHCs composed of nispatsive media, in
the case of the PHCs based on polaritonic materials thereaisge of frequencies
in which the propagation of the electromagnetic wave is jitéd; the PBG, but un-
like the PHCs in non-dispersive media, this PBG is not onligtesl to translational
symmetry but is also a characteristic of the functional dele@ce of the dielectric
function with frequency.

The incorporation of polaritonic materials in a PHC introds a wide range of
interesting physical phenomena. At the resonance frequsgteveen the transverse
optical phononsur and the transverse electromagnetic wave, the phonon4photo
coupling induces a radical change in the optical responieeaiaterial. For small
wave vectors, a simple model (without considering phonatterdng) leads to the
dielectric function [11]

2 2
(W) = & (%) , 1)
w? — wf
whereg,, is the dielectric response at high frequency, ands related tce., through
the well-known Lyddane-Sachs-Teller relationship (L% 8%‘: From this it can
be seen that the potential of polaritonic materials is indpportunity to study regi-
mens ofe(w) positive and negative using the same structure and simpjyngthe
frequency of the light belowor or inside the polaritonic frequency region between
wr andaw_ .

Various aspects of polaritonic PHCs (PHCPs) have beenextudiing distinct
theoretical tools [12-16]. The work of Sigalasal.[12, 13] focuses on determining
the PBGs in a PHC2D composed of polar materials, by meansecdnilysis of
the transmission coefficient as a function of the frequensiyg the transfer matrix
method. The first article published about the calculatiorthef band structure in
a PHCP was published by Zharg al. [14], followed by the work of Kuzmiak,
Maradudin and Mcgurn [15]. In both studies, the authorstified the presence of
flat bands, almost without dispersion, below the transvgrisanon frequencywr.

In a later work by Huangt al. [17] this behavior was verified and, in addition, a
gquantitative description of the origin of the flat bands clog provided by relating
them to the resonance modes located in a layer with a highatéfe index.

The well-known method of plane wave expansion has not proeedenient for
the calculation of the photonic structure of the PHCs basediaterials with polari-
tonic dispersion in the dielectric constant. Among theetiéht schemes that have
been used in order to analyze the structures that involvelsad of dispersive me-
dia a large number are associated with a complicated matfeaif@rmulation for
the solution of the electromagnetic differential equagiomhich leads to difficulties
in handling structures with the most complex geometries.

A formalism that allows handling these difficulties in a leetvay is that of finite
differences in the domain of time (known by the acronym FDTDis is one of the
most widely used approaches - as far as numerical method¢eacerned - for the
solution of electromagnetic problems. It provides a simydg for the discretization
of Maxwell’s equations without complicating the matheroatiformulation, and
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does not require any specific type of symmetry in the strech&ing modeled. In
addition, the solution is obtained in the time domain, sd tha behavior of the
structure can be extracted over a wide range of frequencies.

The first FDTD algorithm was introduced by Yee in 1966 [18h& then, this
method has suffered many modifications. The improvemerdseatensions con-
tinue to this day [19-21]. With computer costs constantlgrdasing, this approach
is gaining more and more popularity, leading to the reabredf a great amount of
research related to it including, of course, the solutioale€tromagnetic problems.
The FDTD scheme offers several advantages when used to sygteins such as
PHCs. This can handle complex structures as well as infegraetween different
structures. It can also deal with a variety of materialsidaig the case of dispersive
media, allowing to generate the response of the photonictsire in a wide range
of frequencies with a single simulation.

In the present chapter we make use of the FDTD method to edécille photonic
structure of regular 2D dielectric systems (PHC2Ds) baseplataritonic materials
with uniaxial anisotropy in the crystalline lattice.

2 The calculation of the photonic dispersion relation

By means of the finite difference time domain (FDTD) method #me auxiliary
differential equation (ADE) technique it is possible toadhte the dispersion rela-
tions of two-dimensional photonic crystals in ionic medtast, it is necessary to
pay attention to the time dependence of the electromagdingtimbtained using the
FDTD method. The eigenvalues of the optical structure ateinéd by analyzing
its temporal response to the initial excitation. Such aritation is initially launched
from a given point of the elementary cell in order to excite thodes (see figure 1)
[25-28].

The calculation of the field is carried out inside the eleragntell only. The
periodicity of the structure is simulated by imposing pditoboundary conditions.
Such conditions give the phase change of the wave vector ivisgransferred from
one elementary cell to another. After the calculation of fieel is complete, the
Fourier transform (FFT) is applied to obtain the spectruspomse. In accordance,
the eigenstates of the crystal correspond to the local mawiinthe spectrum since
each eigenstate is a resonant frequency of the structure.

In general, the calculation of the dispersion relation by EDTD method is
performed according to the following procedure:

1. Determine the computation area (see figure 1).

2. Set the periodic conditions. In our case they correspoiildch type (see sec-
tion 2.1).

3. Define the initial excitation. The radiation spectrumwhdde broad enough to
cover the entire range of frequencies investigated (se®mBeR).

4. Carry out the spectral analysis of the time response dfttiaeture looking for
local maxima. The figure 2 shows an example of that respordétsassoci-
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L 20 40 ) 20

(@) Square unit cell

(b) Triangular unit cell

Fig. 1: Unit cells of two-dimensional photonic crystalsuage lattice (a) and trian-
gular lattice (b).

ated spectrum obtained by means of FFT for a specific wavewgcthe first
Brillouin zone.
5. Repeat steps 2-4 for different values of the wave vector.
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Fig. 2: Time response (a) and its fast Fourier transformtspexc(b).

2.1 Periodic boundary conditions

The periodic boundary conditions come directly from Blactiieorem. They are
widely used to analyze the dispersion relations in photorystals. Once the unit
cell of the crystal is given, the entire crystal structure ba constructed by applying
these conditions to it. In the case of two-dimensional phiatorystals the two most
common types of lattice geometries are the square lattidetentriangular lattice.
The way to express the periodic boundary conditions is theviiing

d(r +a,t) = o(r,t)dka 2)

where® is any component of the fielde(or H), a is the periodk the wave vector
in the first Brillouin zone. Next, we describe how these ctinds should be applied
for each type of lattice considered.

2.1.1 Square lattice

The figure 3-(a) shows the real space picture for the caseecfdbare lattice and
the figure 3-(b) the corresponding irreducible Brillouimeo The vertices of the de-
picted triangle are the high-symmetry poifitg0,0); X (11/a,0); andM (11/a, 11/a).
Consequently, the high symmetry directions Are> X, X — M, andM — . The
boundary defined by this triangle is sufficient to descrite dispersion relation,
since any wave vectd( in its interior can be described as a combination of the
wave vectorsk in the border.

In order to analyze the boundary conditions, two possiblanmations should
be taken into account: the transverse electric modes (T&fsmtransverse mag-
netic (TM) modes. In the case of TM modes= (0,0,E;) andH = (Hy,Hy,0), and
for them we shall consider (without loss of generality) tlem+ispersive case, for
which the finite difference field equations are
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Fig. 3: Real space (a) and reciprocal state (b) for the sgattiee. a;, a, are the
unit vectors for the lattice in the real space.
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E;“l Emj—i— A (HmJ Hy ,l)_m( )f(TLJ_H)r(n,J ) (5)

In the figure 4, the thick lines indicate the whole elementati, This cell has been
discretized in a system &y x N, smaller subcells. The subcell indices run from
unity to Ny (indexm) and from unity toNy (index j). According to the system of
equations (3) (5), in the case of the magnetic field the comportgnhas a limit
outside the system when= Ny, whereas the componeidy has a limit outside the
system whem = Ny. In the case of the electric field there are two limits outsiae
system whemm = 1 and also whernj = 1. These points that lie outside the elemen-
tary cell must be connected with points inside it, accordmthe Bloch conditions.
For a detailed analysis, let us look at the figure 4. Therayitlie seen how the point
A -which lies outside the elementary cell- is connected topibiat A, that locates
inside the elementary cell. This assignment is pre-migitpby the corresponding
phase according to Bloch’s theorem, in this cas&@, wherek is the wave vec-
tor anda the lattice constant This condition corresponds to thermatig field Hy
when j = 0, wherebyH\® = HY"Ye= %2, An analogous situation happens with the
assignment of the points for the caseBofs B/, C — C' andD — D/, also with the
corresponding phases. The case of TE modes is similar toNheaEe.
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Fig. 4: Periodic boundary conditions for the square lattice

2.1.2 Triangular lattice

In the figure 5-(a) the first Brillouin zone of the triangulattice is shown, whereas
in the figure 5-(b), the shaded triangle represents theunibte Brillouin zone. The
vertices of such triangle are the high-symmetry poin{®,0); M (11/a, i1/ sqrt3a);

K (4 pi/3a,0) and, consequently, high symmetry directions Are> M, M — K,
andK — I,

The triangular lattice consists of cylinders organizedimfiorm of equilateral trian-
gles of sidea. The rhombus shown in the figure 5-(a) represents the exdatelh
of the triangular lattice. Using this cell in the finite difemce scheme implies the
use of non-orthogonal meshes, which complicates the metihitdExplanations of
how to implement boundary conditions in this case can bedanri34, 25]. The
rectangle (thick line along with the dotted line) shown ie figure 5-(a) contains
two unit cells which would result in a degenerate versiorhefttand diagram. Here
we make use of the smallest rectangular elementary celshothe figure 5-(a)
with the thickest edge) for the calculation of the dispersielations in the triangu-
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Fig. 5: Real space (a) and reciprocal state (b) for the tutardattice.a;, a, andb,
b, are the corresponding unit vectors in the real and recipepzces, respectively.

lar lattice [24]. This unit cell is also exactly the unit ceflthe triangular lattice, on
which the Bloch boundary conditions can be applied, as stiouhre figure 6.

The periodic boundary conditions along thaxis are posed in two stages: In the
first, half of the horizontal segment of the rectangle is ntbaelistance/2 along
the positivex-axis direction, and a distanaé3a/2 along they-direction (the point
A1 is moved to the poinf)). In the second stage, the second half of the lower
segment is shifted/2 in the negative direction of theaxis andy/3a/2 along the
direction of they-axis (the poinf; is moved to the poind,). The above corresponds
to A = Ae1alketv3K)/2 and Al — Ajeial-ketV3K)/2, respectively. For the periodic
boundary conditions along theaxis, the left side of the small rectangle is moved
by a (the pointB is moved to the poinB’ = Be 2, Besides, the spatial stepix
andAy are calculated in such a way thay is slightly smaller tha\x. That is, we
takeAx = a/Ny; Ay = Ny/[Ny/Ax], whereNy andNy are the number of points in
the mesh[] is the "ceil" function (approximates the value witHihto the nearest
integer.

3 The initial excitation

For the calculation of the dispersion relations, an ingaditation must be placed at
some point in the system (in our case, the unit cell). Thighéxcitation can have
different shapes, the simplest being those of a delta typgemand a modulated
Gaussian high frequency signal. The delta type pulse isdutted in a single mo-
ment of time while the modulated signal is maintained thiaug the calculation.
In the case of delta type pulse a typical mathematical detsaniis as follows:
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Fig. 6: Periodic boundary conditions for the triangulatitat.
O(t —to,X— X0,y — Y0,2— %) = 1. (6)

The spectrum of a delta type pulse is very broad, this hekpstitucture to respond
to any frequency. After the pulse is entered, the excitaamrned off. However,
due to the periodic boundary conditions, the radiation egistem is maintained
for an infinitely long time in the structure (of course, in tase of zero absorption).

As mentioned, another case of initial excitation (whicthis one that will be used
in this work) is the modulated Gaussian high frequency akoih. Its expression
reads:

(t-tg)?

EAxy,2) =Ae # sin(at), W

wherety provides the delay time of the Gaussian envelope functios,the pulse
width, andw is the frequency of the wave. This excitation is carried tigfoout the
calculation process unlike the delta type pulse. The spectf the Gaussian pulse
is not as broad as in the previous case. However, by varyedréguency of the
carrier wave, it can be concentrated within a specific spernge to provide high
precision and avoid errors in the analysis of the structég [
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4 The system of interest

Based on the calculation method proposed for finding thesdéspn relations in two-
dimensional systems, we shall consider photonic strustike those schematically
depicted in the figure 7. Two types of 2D photonic latticesstu@vn: In the figure 7-
(a), a photonic crystal with dielectric cylinders organizea square grid, whereas in
figure 7-(b) we have a two-dimensional photonic crystal vigldielectric cylinders
arranged in a triangular lattice. In both cases the cylindee made of polaritonic
materials and the background environment is an air matrix.

(a) Square Lattice

(b) Triangular lattice

Fig. 7: Two-dimensional photonic crystal and its elementail.

With respect to the polaritonic medium, I1I-V nitrides whle considered in their
hexagonal (wurtzite) phase; in particular, the semicotidg&aN, AIN and InN. In
this case, due to the anisotropy of the uniaxial materialpthlar phonon frequencies
and their associated dielectric function become depermetiie spatial direction
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in the solid. In 1964, Loudon proposed a model based on meapas fields to
describe the optical phonons in the uniaxial crystals [B1}lhis model the angle
between thes-axis (optical axis) and the phononic wave vedjois described by
the variabled, and the dielectric constant in this case has different rincple-
components along the directions parallel and perpenditoléne c-axis, &; and &
respectively. In other words, the dielectric tensor is gilsg

&(w) O 0
e(w) = 0 &(w) O ,
0 0 &(w)
with
A& W
_ () Al
oy A&
() = &™) + 2T (©)
W — Wy 1
where Ag = st(°> — t(°°) CAg, =69 gl Wy, WyT, @1, andaw T are the

characteristic phonon frequencies of thg(LO), A;(TO), E1(LO) and E;(TO)

modes, respectively, amﬁw), ez(°°) are the corresponding high-frequency dielectric
constants.

Based on this model it is found that there are two types of phomaves in
the crystal: (1) Ordinary waves and (2) extraordinary wavé® ordinary wave is
always transverse and polarized in the plane perpenditubary wave vectoq. It
hasE; symmetry. In the case of extraordinary waves, there are ypest the first
type of wave corresponds to polarized vibrations in thedtiioa z (parallel to the
c-axis), and the second type corresponds to polarized \oimsatn the transversal
direction t. Thez-polarized mode ha&; symmetry whilst thé-polarized mode has
E; symmetry. When the angg= 0, a vibration isA; (LO) and the other i&;(LO).
When 6 varies between 0 antd/2, these modes gradually becomgTO) and
E1(TO), respectively, without having a proper LO or TO charactéthee aA; or
E; symmetry. FoB # 0, andrt/2, the extraordinary waves are a mixture of modes
that are not purely longitudinal (LO) nor purely transvéfE@) [38].

For the calculation of the dispersion relations in the cdsardinary modes we
choose the extraordinary axis of the material parallel eogktension of the cylin-
ders g-axis). Then Maxwell's equations can be decomposed intatiaps for the
TM modes (electric field parallel to theaxis) and TE modes (magnetic field paral-
lel to thez-axis). The resulting equations are the same as in the [gotcase, except
that the dielectric constant for each mode is different.[32jen,

¢ Inthe case of TM modes, the electric field is parallel to this akthe cylinders
(extraordinary axis). In this case we use equation (9) terites the dielectric
constant.
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e In the case of TE modes, the electric field is perpendiculdh¢oaxis of the
cylinders. In consequence, for this polarization we usestheation (8) for the
dielectric constant.

For the calculation of the photonic dispersion relationshi@ polaritonic case
related with the extraordinary modes, we propose an enapajmproach. It consists
of giving different weights to the parallef)(and perpendiculat) polaritonic di-
electric contributions, in such a way that the -compoundileditric function can be
expressed as

&(w) = 0z&(w) + ar&(w), (20)

wherea; anda; are dimensionless constants with values in the intg@dl). The
equation (10) is the one used to obtain the auxiliary diffted equation in the ADE
method.

In the table 1 the characteristic values for the considerarals are shown.

Material v,1 (THZ) Vi1 (THZ) v, (THZ) v (THZ) &%) = /)
GaN 15.94 16.74 21.99 22.20 5.35
AIN 18.31 20.10 26.67 27.33 4.77
InN 13.42 14.29 17.59 17.80 8.4

Table 1: Characteristic phonon frequencies and dielectnstants used in this work
[22]). Here,vi j = 5, withi = zort, andj = T or L.

5 Dispersion relations of uniaxial polaritonic photonic crystals

5.1 Ordinary polaritonic modes

The figure 8 shows the dispersion relations for the TM modethé case of
a square lattice of polaritonic cylinders in an air matrixttwa filling fraction

f = mr?2/a? = 0.24, r being the radius of the cylinder aral= 18um is the lat-
tice constant. Three different materials are conside@darid (d) AIN, (b) and (e)
GaN, (c) and (f) InN. The figures 8(d)-(f) contain a zoomingthe characteris-
tic transverse frequency of each material. In this caserdabalts associated to the
coupling of the light and the phonon ordinary modes of theemialtare presented.
According to the description presented in secttthe dielectric constant in this
case is5;. For the numerical calculation, the unit cell was dividetia 60x 60 grid
(Nx =60, Ny = 60), and the number of temporary steps considered\was2?2. In
each of the figures, it is possible to observe the appeardiaderbidden bandwidth
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(photonic bandgap) that does not appear in the case of amiowal photonic crys-
tal, and therefore is not related to the translational sytnya& the system. This
photonic bandgap is called aslaritonic (PBGP, and is located in the frequency
rangewn;t < @ < WhzL. The quantitiesoz. and wn,T represent the characteristic
phonon frequencies of the material, normalize@t@rc. Those PBGP are due to
the strong coupling between the transverse electromagnetdent wave with the
optical phonons in the material, which occurs when the ees@nd the wave vec-
tors of the photons and the phonons of the transverse opscdlations are almost
equal. Under these conditions, the stationary states ofystal correspond to a
mixture of phonons and photons that are called polaritons.

Also, in each of the graphic boxes one may observe two branahihe polari-
tonic excitation. These branches appear below and abowathesw,, T and wh,L,
respectively. When the values bfare large, the excitations of the first branch co-
incide with the transversal phonons, while those of the sédwanch behave in a
more dispersive way.
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Fig. 8: Dispersion relation of TM modes in two-dimensionabgonic crsytal made
of dielectric polaritonic cylinders in air matrix, with sgte lattice geometry. The fill-
ing fraction is, in this casef, = 0.24, and the lattice constant is takeneas 18um
(see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e) GaN; (c) andirifyl. The quanti-
ties anzL and w7, represent the characteristic phonon frequencies of theriaks

normalized toa/271C, wherec is the speed of light in vacuum.

The figure 8-d shows the appearance of two absolute photamid gaps. One
locates above the lowest band of the dispersion relatiottendther appears below
whzT- In this zone, a great number of bands are present and it caedrethat they
become flatter (almost without dispersion) as long as theyageh the value of
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whzT. The same feature is present in the dispersion relatioristéelpn boxes 8-(e)
and 8-(f).

Besides, in the figures 8-(a) and 8-(b) the reader may obdkatearound the
normalized frequency value ofD-and around @ for figure 8-(c)- a complete pho-
tonic band gap opens. These gaps have a widdrequals to 01467, 002934, and
0.05875 respectively (in units of the normalized frequency).

Another feature that is noticed from boxes (a)-(c) of figuris &e penetration
of a phononic type mode into the polaritonic gap belaw, . In this case, near
whzL and inside the polaritonic photonic band gap, the refragtidex tends to zero,
and therefore the air matrix becomes a material with a higéfeactive index. In
consequence, the air regions can be treated as defects imn@yboeous polaritonic
material, which causes states to appear inside the poilargap neak =0 cite hu.
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Fig. 9: Dispersion relation of TE modes in two-dimensionabnic crsytal made
of dielectric polaritonic cylinders in air matrix, with sgre lattice geometry. The fill-
ing fraction is, in this casef, = 0.24, and the lattice constant is takeneas 18um
(see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e) GaN; (c) andirgfyl. The quanti-
ties wnzL andwnT, represent the characteristic phonon frequencies of theriaks
normalized toa/27c, wherec is the speed of light in vacuum.

In order to continue with the analysis, we have that the figusbows the pho-
tonic dispersion relations for the TE modes in the case ofuarlattice of po-
laritonic cylinders in an air matrix, with a filling fractioh = 0.24, anda = 18um;
for the same three different materials in the dielectriceso(a) and (d) AIN, (b)
and (e) GaN, (c) and (f) InN. The figures 8(d)-(f) correspamd zooming around
the characteristic transverse frequency of each matémighis case, the ordinary
modes of the material are presented and, according to tbasdi®n in section 4,
the dielectric constant is, simpls,. For the numerical calculation the unit cell was
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divided into 60x 60 parts Nx = 60, Ny = 60), and the number of temporary steps
considered wabk = 224 When comparing this figure with the figure 8 one can im-
mediately notice that the behavior of the modes is differenthe case of the TE
modes, it is observed that in addition to the bands that agpedaw wyt, a large
number of modes appear inside the polaritonic gap. For matiese frequencies
lie belowwnt it is possible to see that one of these bands (figures 9-(@), &d 9-
(f)) presents an almost linear behavior except for certaquencies near the point
I". When the valuesANaANof the wave vector are close to zero, the band is flat,
but as it goes along the — X direction in the Brillouin zone the band presents a
small increment in the frequency value and then continudéis aviinear behavior
until it approaches th€ point again. This feature will be described in more detail
in the section 5.2.

The regionunt < W < wre in which the permittivity is negative is usually called
the active medium for the surface polaritons. In this casees(w) < 0, a new
channel is created in the polaritonic photonic band gapuppsrts surface waves
and, in this sense, almost flat waves are created. Throudytiaabreasoning it can
be shown that this type of mode is only possible for TE poddian [40].

Another difference that arises when observing the caseMa&Ad TE dispersion
relations for the square lattice comes from the comparistnwden the figures 8-(a)
and 9-(a). In the former, it is observed that around the v@ldef the normalized
frequency it appears an absolute photonic band gap whildéolatter case it does
not show up at all. Following Joannopolous [36], this fact ba explained with the
aid of the variational theorem and the electric field intgnprofiles of the signal:
The electric field associated with the mode of lower freqyéras a large part of its
energy concentrated in the region of higher dielectric tamts whilst the electric
field associated with the next state has a nodal plane, irr twsdemain orthogonal
to the first, thus causing that a large part of its energy iseptrated in the region
of lower dielectric constant. Therefore, it is associatéith & higher frequency than
that of the first state. This difference of energies between donsecutive states
generates the photonic band gap. The larger the differerfedd concentrations of
the bands, the greater the probability of finding a gap in yséesn.

The vector nature of the electromagnetic field and, in paldic its discontinu-
ous boundary conditions at the interface between dietentsterials, is capital to
this phenomenon. When moving through a dielectric boundagyregion of high
permittivity (1) to a low permittivity §,); that is,s; < &1, the energy density|E|?
will decrease discontinuously keg/¢; if E is parallel to the interface (sindg, is
continuous), and augments by/ & if E is perpendicular to the interface (sinde
is continuous). In the TM casg, is parallel to all the dielectric interfaces and then a
large value of the concentration factor is possible. Howemehe TE case, the elec-
tric field lines should cross a boundary at the same pointjrigrthe electric field
energy out of the rods and thus avoiding a higher conceaotrddictor. As a result,
two consecutive TE modes can not exhibit sharply differemocentration factors
between the upper band and the lower band so this absoluterpthband gap does
not appear.
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The variational theorem helps to understand the appea@ngkotonic band
gaps. Nonetheless, the physical mechanism that produess farbidden zones is
the the phenomenon of Distributed Bragg Reflection, whidbaised on events of
constructive and destructive interference of the elechgmetic waves involved.
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Fig. 10: Dispersion relation of TM modes in two-dimensioplabtonic crsytal made

of dielectric polaritonic cylinders in air matrix, with &igular lattice geometry. The
filling fraction is, in this casef = %;—i = 0.28 and the lattice constant is taken
asa = 18um (see figure 7-(b)). (a) and (d) AIN; (b) and (e) GaN; (c) andrfyl.

The quantitiesu,, andwnT, represent the characteristic phonon frequencies of the
materials normalized ta/2rc, wherec is the speed of light in vacuum.

The figure 10 contains the dispersion relations of the TM rsad¢he case of a
triangular network (see figure 7-(b))of polaritonic cylerd embedded in an air ma-
trix, with a fraction of filling f = %5 = 0.28, wherg is the radius of the cylinder,
and the lattice constantés= 18um. Three different polaritonic materials are, again,
taken into account: (a) and (d) AIN, (b) and (e) GaN, (c) andr(N. The figures
8(d)-(f) correspond to an enlargement around the chaistiteransverse frequency
of each material. In this case, we present the ordinary moftibe material and the
dielectric constant in this caseéds For the numerical calculation the unit cell was
divided into 60x 60 parts Ny = 60, Ny = 60), while the number of temporary steps
considered wadk = 222. Comparing this figure with its corresponding one in the
case of the square lattice (figure 8), it can be observed hewrigngular geomet-
rical setup favors the enhancement of the photonic band gapded that the one
which opens around the normalized frequency @fi® wider compared to taht ob-
tained for the square photonic lattice, as it is noticed ftbenfigures 10-(a), 10-(b),
10-(c), for each of the materials considered. In this cdsewidths of the photonic
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band gapd w are 00661, 00879, and 0954, respectively (in normalized frequency
units). The same happens with the photonic band gaps thatapp belowwyT.

5.2 The extraordinary polaritonic modes

When the propagation of the electromagnetic field in a twoettisional photonic
crystal composed of uniaxial materials is studied, ele@rid magnetic fields can
meet with a non-isotropic dielectric contrast in the matieiBuch a fact is due to
the combination of the paralleg{) and transversak() components of the dielectric
tensor. This feature depends on the particular crystatinentation of the polari-
tonic rods with which the photonic crystal is built. In thiscsion we present the
results corresponding to the coupling of light and extratady oscillation modes
of the material within the empirical approach proposed ittisa 4. Using this ap-
proach, the figure 11 shows the dispersion relation for theriiddies in the case
of a square lattice of uniaxial polaritonic cylinders in anmatrix with a filling
fraction f = mr?/a? = 0.24, with the lattice constant setat= 18um, for the same
three different IlI-V nitride materials considered aboga:and (d) AIN, (b) and (e)
GaN, (c) and (f) InN. The figures 8(d)-(f) correspond to areeggment around the
characteristic phonon frequencies of each material. Ih ease, graphs were made
for two different configurations, considering the followiparameter setups for the
numerical calculation{a; = 0.9, a; = 0.1} and{a; = 0.1, a; = 0.9}. Once again,
the unit cell is divided into 6& 60 parts N = 60, Ny =60), and the number of
temporary steps considered wés= 222,

It is possible to observe a behavior similar to that reponteligure 8. That is,
there are two branches of polaritonic excitations in eaalréigwhich respectively
lie below and above the characteristic phonon frequendéittseanaterial. Also, the
penetration of a mode within the polaritonic photonic baag egclose to the longitu-
dinal phonon frequencies-, as well as the appearance ofahliigpersionless (flat)
bands below the transverse phononic frequencies, can belsegldition, a change
in the dispersion relation of the three cases under studpsereed when going
from one configuratiom; (i = z t) to another. The most noticeable difference takes
place for AIN-based two-dimensional photonic crystal.riigure 11 it can be ob-
served that when; > a; the lowest branch runs towards smaller valukBlaANof
the normalized frequency in the largeegion, compared to the case where< o.
Such a shift in frequency is also present in the figures 11{t)1d. (c); but they are
much less pronounced. Under the same circumstances, steeredshift in the way
it penetrates inside the polaritonic photonic band gap dls we

Continuing with the analysis, the figure 12 shows the dispen®lations for the
TE modes in the case of a square photonic lattice of poladityinders in an air
matrix with a filling fractionf = 0.24, anda = 18um for three different materials:
AIN (a) and (d) AIN, GaN (b) and (e) and InN (c) and (f). The figarl2(d)-(f)
correspond to the graphics zoom around the characteniatisuerse frequency of
each material. In each case, the results are shown for tierglift extraordinary
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Fig. 11: Photonic dispersion relation corresponding to TMdes in a two-
dimensional square lattice photonic crystal of polaribamniaxial cylinders in air
for a dielectric configuration corresponding to extraoadjnphonon modes. The
filling fraction is taken ad = 0.24 (see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e)
GaN; (c) and (f) InN. The quantitieenz and wn,1, represent the characteristic
phonon frequencies of the materials normalized@rc, wherec is the speed of
light in vacuum, ané = 18umis the crystal lattice constant.

configurations, taking into account the following parametéa, = 0.9, a; = 0.1}
and{az = 0.1, a; = 0.9}. The unit cell is divided into a 68 60 mesh with a num-
ber of time step$\ = 224. Analogously to what happened in the case of ordinary
modes, when comparing this figure with the figure 11 one canddiately notice
that the behavior of the modes is different. In the case offfeenodes, it is ob-
served that in addition to the bands that appear belpw, a large number of
modes appear inside the polaritonic gap. Furthermore,ntbsanoted that both
the modes inside the PBGP and those below the phonon traasfrequencies are
affected by the dielectric anisotropy of the material wheimng from the configura-
tion {a;=0.1, oy = 0.9 to that with{a, =0.9, a; = 0.1}. In the case of the modes
inside the polaritonic photonic band gap, it is seen that tha at a lower frequency
when going from the first configuration to the second.

For a better understanding of the modes located inside tlaifomic photonic
band gap and below the transverse phononic frequency, tine fid shows an en-
largement around the characteristic phonon frequenciéslang the™ — X direc-
tion of figures 11-(a) and 12-(a) witha, = 0.1, oy = 0.9}. The figures 13-(a) and
13-(b) correspond to the zoom of figure 11-(a) (the TM modealbt), while the
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Fig. 12: Photonic dispersion relation corresponding to Thdes in a two-
dimensional square lattice photonic crystal of polaricomniaxial cylinders in air
for a dielectric configuration corresponding to extracagdinphonon modes. The
filling fraction is taken ad = 0.24 (see figure 7-(a)). (a) and (d) AIN; (b) and (e)
GaN; (c) and (f) InN. The quantitieanz. and wn.1, represent the characteristic
phonon frequencies of the materials normalized@rc, wherec is the speed of
light in vacuum, ané = 18umis the crystal lattice constant.

figures 13-(c) and 13-(d) correspond to the zoom of the fig@réa] (the TE modes
of the AIN).

From this figure one may notice the presence of a phenomerdogaus to that
reported in [37] for a two-dimensional photonic crystal whainit cell is composed
of square cylinders of a polaritonic material. There, thegayve the appearance of
a large number of modes below the transverse phonon fregu€heir behavior
depends on the polarization; that is, in the TM case the bpretsent little disper-
sion, while for the TE case the bands are more or less lingaepe when they
are near certain particular frequencies, where a kind di-tanssings" take place.
By means of a quantitative analysis they come to the corartutsiat since in the
proximity of wr the refractive index becomes very large it can be inferretl tie
behavior of those bands in the region is governed by theilmxhlesonances of an
isolated rod with a high refractive index.Furthermre, theti-crossing" behavior of
the TE modes, in contrast to that of the TM bands can be exgddiy considering
the lowest TE band of a two-dimensional photonic crystahwuliie same geometry
as the polaritonic case; but in this, the cylinders are rietal/ith such analysis the
authors conclude that the behavior mentioned is due to teediction of this band
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Fig. 13: Enlarged view of the photonic dispersion relatioosesponding to TE [(a)
and (b)] and TM [(c) and (d)] extraordinary modes in a two-direional photonic
crystal consisting of a squared lattice of dielectric cgérs made of wurtzite AIN
embedded in an air matrix. In this case, the filling fractiorthe unit cell isf =
0.24. The quantitiesw,ij i = zty j = T,L are the normalized phonon frequencies.
The extraordinary dielectric configuration correspondgap= 0.1, a; = 0.9} [see
equation (9)].

with the localized resonances of the high-index dieleawoit. We believe that an
explanation analogous to the proposal of [37] can be alsengiv our case, taking
into account that the polaritonic rods are circular.

To explore in more detail the effect of the anisotropy in theettric function
associated with the so-called extraordinary phonon matiesfigure 14 shows a
comparison between the configuratigieg = 0.1, o; = 0.9} and{a; = 0.9, a; =
0.1} for the same material as in the figure 14, the uniaxial wigtAIN, in the
regions below the transversal phonon frequency and insglpalaritonic photonic
band gap. It can be seen that both the TE and TM modes becoeuteaffalthough
little quantitative difference is actually present.

Going over to the triangular geometry of the photonic criystét cell, the figure
15 shows the dispersion relation for the TM modes in the césefiling fraction
f = 0.28,a = 18umfor the three different uniaxial polaritonic materials éeon-
sidered: AIN (a) and (d), GaN (b) and (e), and InN (c) and (feTigures 8(d)-(f)
correspond to the enlargement around the characteristicqrhfrequencies of the
materials. In each case, graphs were made for two diffesgraardinary configu-
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Fig. 14: Enlarged view of the photonic dispersion relaticosresponding to TE
modes [(a) and (b)] and TM modes [(c) and (d)] in a two-dimenal photonic
crystal consisting of a squared lattice of dielectric cgérs made of wurtzite AIN
embedded in an air matrix. In this case, the filling fractiothie unit cell isf = 0.24.
For comparison, two different extraordinary dielectriafigurations are considered:
{0z=0.1, oy = 0.9} and{a; = 0.1, oy = 0.9}

rations that imply the anisotropy of the dielectric funatiax, = 0.9, oy = 0.1} and
{0z=0.1, oy = 0.9}. The unit cell subdivision is 68 60, and the number of tempo-
rary steps considered wag = 222, Again, it can be noted how the arrangement of
the polaritonic cylinders in this type of structure enhaite width of the photonic
band gap, due to the its particular degree of dielectricresiht

The fact that the change in the anisotropy of the dielectnnzfion is more rele-
vantin the AIN and less significant when it comes to the GaNthadnN, generates
the question: which parameter can be used as an adjustnoéibtdhe photonic
properties? Considering the Loudon model, it is found thatdispersion relation
of the extraordinary bulk phonons can be writtervass v2; sir? 6 + v Tco§6 for

the case of the transverse-like phonons (TO)athet vZ cos6 + V7 ,_sm2 0 for the
case of the extraordinary longitudinal-like phonons (LTI These relations are
valid when the quantityy, T — v 7| is much smaller tham,| — v, andvi i — w1
[27]. In the case of the III-V wurtzite nitrides, these fremey differences are shown
in table 2.
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Fig. 15: The TM dispersion relation for a two-dimensionabfnic crystal formed
by polaritonic dielectric cylinders within an air matrix thitriangular lattice geom-
etry. The unit cell filling fraction isf = 0.28 (see figure 7) and the lattice constant
is a= 18um. The materials considered are: AIN (a,d), GaN (b,e), and(lnf).

Material [V, — Wi 1| VoL — Vo1 VL —WT

GaN 0.8 6.05 5.46
AIN 1.79 8.36 7.23
InN 0.87 4.17 3.51
HM 5 20 18

Table 2: Differences between the butkandt-phonon frequencies (in THz units)
for TO-like and LO-like modes for each of the wurtzite IlI-Vaterials used in the
investigation, together with the proposed values for aablgt hypothetical material
(HM). vij = S, = {z 1}

From the table 2 it can be concluded that the extraordinaonph dispersion
relations of the 1lI-V nitrides meet relatively well the almestablished condition,
so that one may say that the absolute differémge — v 7| turns out to be a relevant
parameter to characterize their polaritonic behaviorgatt, it is observed that of
the three materials considered, the AIN, has the highegewaflthis quantity and is
the one that presents the greatest change in the dispeetations when considering
the region between the characteristic phonon frequentigs allows us to assume
that a greater value in the absolute differenger — v 1| could have a significant
influence in the behavior of the polaritonic electromagnetodes.
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With the aim to provide a reason that justifies the above s, we propose
to consider a hypothetical uniaxial material with the fallnog phonon frequencies:
Vo1 =13THz,w 1 = 18 THZ,v,| = 33THz,»; L = 36 THz. Then, in the figure 16
we present the calculated dispersion relation of extraargiphonon-polariton TM
modes for different values dfoz, a: }. With the same lattice constamt 18um, the
results for a two-dimensional photonic crystal with squatice and filling fraction
f = 0.24 is depicted in figures 16-(a) and 16-(b) whilst those @poading to a
triangular lattice photonic crystal with filling fractioh= 0.28 appear in figures 16-
(c) y 16-(d). In the boxes (b) and (d) we present the enlarg¢areund the TO-like
polaritonic frequency region. The numerical procedurduided a 60x 60 spatial
mesh and 2 time steps.
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Fig. 16: The dispersion relation of extraordinary phonatagton TM electromag-
netic modes of a two-dimensional photonic crystal made elediric cylinders of

a hypothetical uniaxial polar material in an air matrix. Tdese of a square lattice
(with filling fraction f = 0.24) system appears in graphics (a) and (b), and the tri-
angular lattice (with a filling fractiod = 0.28) one corresponds to graphics (c) and
(d). In boths cases, the lattice constant is sed at 18um. The assumed charac-
teristic phonon frequencies atgt = 13THz, war = 18 THz, w,. = 33THz, and
wtL = 36 THz. (b) and (d) show the enlarged view of the normalizedjdency
region around the transversal-like polaritonic dispearsiation.
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As can be observed in each of the boxes of figure 16, the ineiaabe differ-
ences between the characteristic phonon frequncy valads te greater possibili-
ties to manipulate the properties of the polariton photdiicd gap. It is possible to
note that an increase jrenhances the redshift of the mode that penetrates within the
photonic gap in the vicinity of the longitudinal frequen®n the other hand, it can
be seen, from both figures 16-(b) and 16-(d) how, below thestrarse frequencies,
some photonic band gaps appear, and this takes place fowthdistinct dielec-
tric anisotropic setups considered. The case in which= 0.1, a; = 0.9} presents
dispersive bands in the normalized frequancy ramge < w < wnT, but as one
gets closer to the values of the transverse phonic freqegtioése bands flatten out.
In comparison with the real 11l-V materials, in the hypotieat one the difference
between the polaritonic photonic responses of a nuike and a more-like dielec-
tric orientations is, clearly, more apparent. In accoréasbould we need to exploit
in a suitable manner the phonon-polariton features of adimtensional ionic pho-
tonic crystal, it is necessary to select a uniaxial maténiakhich the frequency
differences discussed above are the greater ones.

6 The influence of dielectric rod transversal geometry and uit
cell filling fraction in the photonic dispersion relations

A rather obvious question that might appear when discusbmdispersion relations
of the two-dimensional photonic crystals based on unigpar materials is wether
the shape of the dielectric rods or the amount of dielectficdiin the unit cell actu-
ally have an influence on the photonic features. In orderagigde an answer to that
query we have performed the corresponding FDTD calculatiBinst, the variation
of the filling fraction was investigated in the case of a Albskd two-dimensional
photonic crystal consisting on circular cross-sectioredigic cylinders within an
air matrix, arranged into a squared unit cell. We limit olwss to consider just the
ordinary phonon modes in the material. The figure 17 conthiesesults obtained
varying the ratia /a between the dielectric rod radius and the lattice constaittw
is fixed ata = 18um. For the sake of simplicity the calculation used ax440 two-
dimensional mesh and only2time steps. But this simplified scheme is sufficient
to show the main features of the obtained dispersion reigtio

Then, a readily apparent phenomenon comes out. The phapeiirum be-
comes denser, with a larger number of allowed modes witlgrirtterval of normal-
ized frequencies considered. This is a consequence of tvetlgin the dielectric
contrast. Also, the main photonic band gap, located aliaye, widens as long
asr/a augments until the value 28, and then starts diminishing as it has already
been discussed; due to the vector nature of the field and fieestice between the
concentration factors [36].

An enlarged view of figure 17 in the normalized frequency mf@ 0.27} ap-
pears in 18. There it is possible to observe how the way in fwtlie phonon-type
mode penetrates in the regian, T < w < whzL -where the polaritonic photonic band
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Fig. 17: Dispersion relations of ordinary TM modes in a twiorensional photonic
crystal with square unit cell, made of circular rods of wigzmbedded in an air
matrix. Different rod radius to lattice constanfa, ratio values are considered: (a)
£=0.1,(b);=0.16,(c); =022, (d); =0.28, (e)5 = 0.33, (f) § = 0.40.

a

gap localizes- changes as a result of the increment in thgffllaction. In this case,
a widening of the polaritonic band gap is produced, whicleatv thatr /a can be
an adjusting parameter for tuning that gap.

Aiming at a more detailed study of the polaritonic photor@sponse of the di-
electric structures based on uniaxial polar crystals thedid9 shows the dispersion
relations for the case of the TM modes in a photonic crysttl aguare lattice com-
posed of elliptical cross-section rods of AIN in an air matiihe graphics depict the
region of normalized frequenci€®, 0.27} only. For the numerical calculation, the
unit cell was divided in a 4& 0 mesh, and the number of temporary steps considered
wasN; = 218, Different configurations of greater and smaller radii & gliptically
shaped cross-section rodsg,(x-oriented) and» (y-oriented) are considered, with
fixed ry = 5um: (a) r, = 0.2rq, (b) ro = 0.3ry, (c) ro = 0.4ry, (d) ro, = 0.5r4, (€)
ro =0.6rq, (f) ro = 0.7r1. The latice constant ia = 18um. It is possible to notice
that, compared to the case of circular cylinders, the phot@sponse shows a nar-
rower band gap and the spectrum aroungr is significantly denser, due to the
lower degree of dielectric filling within the unit cell. Thépnon-polariton mode
that penetrates within the normalized frequency ramgg < w < whzL becomes
affected as long as the proportion of dielectric materisida the unit cell is varied.
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Fig. 18: Enlarged view of figure 17 around the polaritonidoeg

However, this change is less pronounced than the one takaog in the case of
dielectric rods with circular cross-sections, in which gaaritonic photonic band
gaps are wider.

On the other hand, the change in the orientation of the igéiptlielectric rods
also provides with quantitative differences for the disjmr relations in the interval
of normalized frequencies taken into account. When compadtie figures 19 and
20, in which all parameters are kept but the orientation efettiptical cylinders of
the geometry associated with figure 20 changes (now, thesaltr, correspond
to they-oriented major axis and the valuesrafare those corresponding to tke
oriented minor axis). The polariton-related dispersidatiens exhibit, in this case,
smaller values of the main polaritonic band gap comparetheoorientation por-
trayed in figure 19. If one bears in mind the scheme of the sgladtice unit cell
appearing in the insets of the respective graphics (a),dh ease, it is possible to
justify the reason for such a difference through the inflearsfthe geometry on the
dielectric contrast in the structure.

Finally, the figures 21 and 22 contain the dispersion refatiof TM modes in
a two-dimensional photonic crystal with a square latticergetry with dielectric
wurtzite AIN rods having square and triangular cross-sestrespectively. In both
cases, the rods are embedde in an air matrix. The FDTD céitmulased a 4 40
mesh together with*? time steps, and was restricted to just show the normalized fr
quency regio{0,0.27}. In the figure 21 the square-shaped rods have a side length
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Fig. 19: Photonic dispersion relations of TM modes corresiieg to ordinary
phonon-polaritonic response in a the case of square lggtio®nic crystal of AIN
rods with elliptical cross-section embedded in an air mafrhe elliptic major axis
is oriented along thg-direction and the minor axis is oriented along yhdirection.
Different relations between andr; are considered, fixing, = 5um: (a)r, = 0.2r1,
(b)ro =0.3r1, (C)rg =0.4rq, (d)ro = 0.5rq, (€)r2 = 0.6r1, (f) ro = 0.7r1. The lattice
constant is set &= 18um.

givenbyax (1—r), whereais the lattice constant and several values arfe consid-
ered: (@) =0.2, (by =0.3,(c)r =0.4, (d)r =0.5, (e)r = 0.6, (f)r = 0.7 microme-

ters. In the figure 22, the triangular rods were built with goikateral cross-section
with side length equal ta/r with: (a) r = 14, (b)r =12, (c)r = 10, (d)r =8, (e)

r =6 micrometers.
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Fig. 20: The same as in figure 19 but for a different setup ofdileéectric cylin-
ders. Now, the major axis length iig (y-oriented) and the minor axis lengthrig
(x-oriented). Each graphics correspond to a distinct pragokietween major and
minor axes with fixed, = 5um: (a) ry = 0.2r,, (b)r; = 0.3r2, (C)r1 = 0.4r5, (d)
ry =0.5ry, (€)ry =0.6ry, (f) ry =0.7r5.

Again, the effect of varying the proportion of polaritoniatarial with respect
to the air matrix is observed, mainly, in the features of tieéedtive mode that
penetrates the polaritonic photonic band gap. This effetdss pronounced in the
case of triangular rods. In fact it can be seen from the fig@réa2 that the width of
the polaritonic photonic band gap is almost zero.

To conclude with this chapter, it is worth saying that thesthars are aware
of the fact that the development of photonic structuresguHinV nitrides in their
hexagonal phase constitutes a real technological cha&lérgs is due, in first place,
to the chemical inertia of these materials. On the other haimte the photonic
lattice constant needed to have activity at short wavelengfould be very small,
which makes the process of fabrication a very difficult t&éswever, in spite of the
obstacles mentioned, recent advances in the nanofabricatiphotonic crystals
with these elements have been reported [29, 30, 35]; whioskhe usefulness of
these materials in electromagnetic regions not coveredhsre.
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Fig. 21: Dispersion relations of TM modes for a squared phicttattice made of
squared cross-section AIN dielectric rods in an air mafrhe rods have side length
ax (1—r) with, (ar = 0.2, (by =0.3, (c)r = 0.4, (d)r = 0.5, (e)r = 0.6, (f)
r=0.7.

In our investigation we were able to observe the appearaiftat ealmost with-
out dispersion- photonic bands. This indicates that graipoity can be greatly re-
duced so that the radiation-matter interaction time indtstsictures material would
be, actually, longer. This is an element that can help tovatgithe construction of
this type of two-dimensional photonic crystals and theé unssensing applications.



66 H. A. Gbmez-Urrea and M. E. Mora-Ramos

(023 e e FT T T T T T T Fr T T T T
Loeo I . Loeo I . Lo I .
oo I co I S I .
0-2;.- I I o oS I o S I oo
—M‘— ——‘W‘:—— P
(5)15_' I I . LS I 2 LS I
I I . I I I I
801'- I I i I I B I I
AR I I . - I I - I I
D A P [
0.05 | Jem | nZT[F |
o | | b | | - | |
| | | | | |
OF X M r r X M T T X M r
d e
O S
0.25F~ 77 | = | |
Lo I . L I I i
B N A T
"7 I | . s ] I ~
&).15_ T I . Lo I A
R s I . < I
80.1—‘ I I . - I I
L I I L. I I
0.05L I I o] Oz |e I I
S e b
0 | | | |
r X M r T X M T

Fig. 22: Dispersion relations of TM modes for a squared phicttattice made of
triangular cross-section AIN dielectric rods in an air matfhe rods are designed
to have equilateral triangular shape of side lermth with (a)r = 14, (b)r = 12,
(c)r=10, (d)r =8, (e) 6.
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Evolucidon de Paquetes de Ondas de Huecos en
Sistemas 1D

J. L.Beltran-Dia%, Eduardo Serrfaand L. Diago-Cisnerds’

Resumen

En este capitulo se presenta un estudio de la dispersiéngdetes gaussianos
de ondas cuasi-unidimensionales de gases de huecos (1DHE&WR polarizados
y desacoplados, en presencia de interaccion espin-dgmt&Rashba (SOI-R). La
evolucion del 1IDHGWP, se simula confindndolo electrosaatiente en un nano-
hilo semiconductor (nano-cinta de grafeno monocapa). &ggamiento matemati-
co de los modelos, se soporta en el método de diferenciassfihih fenomenologia
de interés se simula variando magnitudes topoldgicasrtaléaa de la SOI-R y la
configuracion del espinor(pseudo-espinor), para el 1DHGWidente.

In this chapter we present a theoretical study of the saadtéor one-dimensional
Gaussian wave-packets of holes (1DHGWRP), spin-polarinddaixing-free, under
Rashba spin-orbit interaction (SOI-R). The 1DHGWP, is tetestatically confined
to a semiconductor nano-wire (thin quantum nanoribbon ofieayer graphene).
The mathematical processing of the envisioned models,pgpated on the finite-
difference scheme. Appealing phenomenology, can be tuaddpological quanti-
ties, the SOI-R strength, and the spinor(pesudo-spindheincident 1DHGWP

1 Introduccién General

El reciente interés en el espin del electron ha abierto upoate investigacion de
frontera en las nanociencias, denominado Espintronic@ [Entre los mecanismos
fisicos propuestos para la manipulacién del espin, figuradaaccion espin-érbita

1Facultad de Fisica. Universidad de La Habana, La Habana.Cub
2Departamento de Fisica y Matematicas, Universidad Ibezdaana, Ciudad de México.
e-mail: sernaed95@gmail.com; e-mail: Idiago@fisicawh.c
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(SOI). En 1984, Y. A. Bychkov y E.I. Rashba [3, 4] estableaieun modelo que
describe apropiadamente SOI en sistemas semiconducidiregbsionales, ampli-
amente conocido como “efecto Rashba” (SOI-R). Dicha icEém surge como
consecuencia de la asimetria en el potencial de confinamiesierida en la liter-
atura como asimetria de inversion estructural (SIA). La-B@bnstituye la base de
uno de los trabajos pioneros en el campo de la Espintréripao®tipo de un tran-
sistor de efecto de campo de espin (SFET) propuesto en 1990 patta y B. Das
[5]. Posteriormente fue reportada una version de SFET pageds [6]. En ambos
casos una heteroestructura semiconducearg, InAlAs/InGaAs, proporciona un
canal de transporte bidimensional para los portadorest(etees o huecos). Dicho
canal une dos electrodos ferromagnéticos, uno de los caetiés como fuente y el
otro como colector. La fuente emite portadores con el espémtado en la direc-
cion de magnetizacién de dicho electrodo, mientras queletwo (que posee la
misma magnetizacion que el electrodo fuente) actia comdttmde espinj. e.,
sélo permite pasar los electrones con espin orientado efsfaaxdirecciéon que su
magnetizacion. El grado de precesion del espin de los pydaads modulado por
un tercer electrodo via SOI-R.

El modelo SOI-R para sistema bidimensionales de electrestasbien estable-
cido en la literatura. En el caso de los huecos la situacidnascomplicada por
la degeneracion cuadruple de los esta@ode valencia[7]. En 2005 A. Wong y F.
Mireles [8], utilizando el formalismo de la teoriap de masa efectiva dentro de
la aproximacion de la funcién envolvente y los modelos dedgaKohn-Littinger
extendido, obtuvieron la forma explicita de los hamiltoisique describen apropi-
adamente la SOI-R en el caso de los huecos. Se ha mostradad9| duerte
acoplamiento espin-érbita y la mezcla de bandas implicarB@I-R mas eficiente
para huecos que el caso electrénico. Mas recientementd&ikCuan y L. Diago-
Cisneros, desarrollaron modelos de hamiltonianos efestion férnulas cerradas
para la fortaleza de la SOI-R de huecos pesados en sistersishidimensionales
(Q2D) y cuasi-unidimensionales (Q1D) [10].

En los ultimos afios se le ha prestado gran atencién al efesiolda en sistemas
semiconductores Q1D, también llamados hilos cuanticos\i@Wlebido a la abun-
dancia de fendmenos fisicos y aplicaciones [11]. Lo ameajmoyado en le hecho
de que restringir la distribucion angular de los portadaaes canal Q1D conlleva
a mejores resultados en la modulacién y coherencia de lasmnims de electrones
con espin polarizado [12, 13].

Entre los primeros reportes sobre el efecto de la SOI-R enlductancia de elec-
trones en QWW resaltan los trabajos de Moroz y Barnes [14P88,1ly Mireles y
Kirczenow [15] en 2001. Ambos mostraron que la SOI-R infligai§icativamente
en la conductancia balistica. Luego de estas publicaclmresurgido estudios sim-
ilares [16, 17, 18, 19] que involucran, ademas de SOI-R, camgternos.

Se han reportado resultados importantes sobre los huetmssgpintrénica [6, 7,
8,9, 20, 21, 22], sin embargo son pocos los estudios dedicdd@mnsporte cuantico
en presencia de SOI-R. En este trabajo revisamos algunas geopiedades de los
sistemas Q1D de huecos en régimen de bandas desacopladas,alyjetivo de
utilizarlos como canal de trasporte en un SFET. Asimismtoidésmos los procesos
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Fig. 1. Dibujos esquematicos del sistema fisico. (a) Hefgractura semiconduc-
tora sobre la que se han colocado las compuertas metalicd® deyforma que se
obtenga un Q1DHG. (b) Esquema del perfil de la banda de valpaca/g=0y
Vg# 0. (c) Gedanken Experiment

de dispersion dependiente del espin que ocurren en dicpositiso, a través del
célculo de los coeficientes cinéticos de paquetes de ondaigaos de huecos espin-
polarizados.

En las dltimas décadas, la ciencia ha dado pasos gigantesasiesarrollo o
mejora de tecnologias que revolucionan incluso la forma eué pensamos. Cada
dia, la informacién se vuelve mas accesible y mas numemeachlada vertiginosa
delnternety el desarrollo que han tenido los transportes, han dadoglgsoceso
de globalizacion. Ademas, la medicina ha mejorado la cdlidea expectativa de
vida de la poblacion mundial, implicando con esto, que ungoncantidad de per-
sonas hace investigaciones e incrementa la cantidad denaéadn disponible. Sin
embargo, a mayor informacién, se necesita mas almacen@mien

La miniaturizacién es algo que los humanos han estado bdsgqar muchos
afios para resolver el problema del almacenamiento, dadal dpaeer objetos mas
pequefios se ahorran recursos que pueden ser usados patmat@&namiento.

1.1 Ley de Moore

Enfocandonos en la industria electrénica, el elemento cayonrelevancia podria
ser el transistor ya que ha impulsado a la miniaturizaci@j. [@racias a él, el
primer circuito integrado fue construido; se basaba en ma#te semiconductores
de dimensiones microscopicas. Esta combinacion de @syiransistores llevaron
a Gordon Moore, co-fundador de Intel, a pronunciar una natependiente del
tiempo que indica la cantidad de transistores que debexistir &n un circuito inte-
grado para un tiempo dado. Esto se conoce como la Ley de Ma4f.eN pesar de
que la Ley de Moore ha sido verdadera hasta ahora, no exiatgarantia que sera
cierta para los préximos afios ya que depende de la invesiigamoderna, la cual
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esta llegando a ciertos limites debido a que los circuitegados clasicos fallan a
escalas tan pequefias debido a propiedades cuanticas ad#dosas, un ejemplo es
el Efecto Tunel.

1.2 Efecto Tunel

En mecanica cuantica, este fenébmeno propone la idea de qumatticula es capaz
de ignorar principios de la mecanica clasica, permitiéagalsar a través de una
barrera cuantica de potencial (QB) mayor que la energia@aué la particula
se mueve [25]. Aplicando esto a dispositivos electroniesty puede resultar en
efectos inesperados del dispositivo, por ejemplo, el istorspuede ser visto como
una valvula, hasta que apliqguemos fuerza a la valvula ndaHfaljo; sin embargo,
en una escala muy pequefia, aunque la valvula esté complataosgrada puede
existir un flujo, por lo que cada cierto intervalo de tiemperéauna gota.

Ultimamente, podemos ver términos con el prefijo de “naneh@o usados
en la vida cotidiana gracias a muchas mejoras en la tecmaglpgfticularmente
hablando de la nanotecnologia. Con ella, la manipulacida dwteria se puede re-
alizar a escalas tan pequefias como una molécula de glugtaan&nipulacion es
muy 0til debido a que permite el descubrimiento de nuevoeriadts que pueden
tener propiedades que facilitan ciertas tareas, por egn®investigacion de las
propiedades cuanticas o el desarrollo de nuevas tecnslogia

El efecto tunel es de gran relevancia e interés en graferidalaefectos andéma-
los como la Paradoja de Klein que sera mencionada con makegetsteriormente.

1.3 Computacion Cuantica

Esta es la propuesta popular para continuar con la mirdaitidin, la idea es ocupar
sistemas mecano-cuanticos para administrar datos de ananueho mas eficiente
que en la computacién clasica. Pequefas computadorascasamanejando doce-
nas de operaciones en unos pocos qubits es uno de los aspéstasanzados en
la investigacion de la computacién cuantica. Aun existeetl de mejorar dichas
tecnologias para su uso cotidiano, ya que se encuentraadiasia prototipos.

Una posible solucién al problema planteado por la falla ew@rde la Ley de
Moore es movernos a un paradigma computacional diferemste. garadigma es
proveido por la teoria de la computacion cuantica, que se éada idea de usar
mecanica cuantica para realizar computos, en lugar de ftsisica. Resulta que
mientras una computadora ordinaria puede ser usada par@asima computadora
cuéntica, parece ser imposible realizar la simulacién enmaneraficiente Por
lo que las computadoras cuanticas ofrecen una ventajaiakdecrapidez sobre
computadoras clasicas. Esta ventaja es tan significativanguchos investigadores
creen que ningun progreso concebible en computacion alésita capaz de superar
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la brecha entre el poder de una computadora clasica y el dedera computadora
cuantica [26]. La computacion cuantica usa bits cuanticobif§ para manejar
informacidn, usualmente se asumen como objetos materatizsiractos, permi-
tiendo a los investigadores la libertad de escoger cualgisieema para usgubits
La principal diferencia entre los bits clasicos y lpsbitses los grados de liber-
tad, unqubit puede tener una combinacién lineal de estados, usualnamados
superposicionef6], cuya representacion en notacion de Dirac es:

@) =al0)+B|1), 1)

mientras que ebit clasico sblo puede tener estados 0 y 1. Si cualquier sistema
puede ser usado para la computaciéon cuantica y consisteies gendos de libertad,
entonces podemos asumir que la espintronica en el grafemoasnino viable para
desarrollar computacién cuantica.

1.4 Espintrénica

La espintronica [27] es similar a la electrénica, sin embademas del estado de
carga, podemos considerar que el espin de los electrorgstiarcomo un grado de
libertad, esto significa que habrd una mayor eficiencia eraekjo de informacion.
El principal objetivo de investigadores que trabajan ennésmica es el entender
mecanismos para lograr un control eléctrico eficiente dedersentes de espiny sus
configuraciones, esto se hace estudiando diferentes tpsteriales y sistemas.

Considerando las propiedades mecanico-cuanticas emassteaanométricos
(10~°m), la espintrénica es una de las formas que los investigagwoponen para
resolver las dificultades actuales en el desarrollo de ctadpuas cuanticas. Los
qubits seran la carga asi como el espin de los electronedo damposibilidad de
varios estados debido a las diferentes polarizacionegie. es

Los materiales son lo que definen los limites en el desarellia espintronica,
ya que las propiedades electromagnéticas de cada matedtdrahaciendo mas
facil o mas dificil el uso eficiente del espin del electrény ldlgunos materiales y
estructuras cuanticas que son considerados candidatoslmsarrollo 6ptimo de
computadoras cuanticas basadas en espintrénica; algumos s

1. Sélidos Cuanticos.

Heteroestructuras semiconductoras a capas.
Anillos Cuanticos.

Hilos Cuanticos

Puntos Cuanticos.

2. Meta-Materiales.

o Grafeno.
e Siliceno, Germaneno
e Aislantes Topoldgicos.
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En las secciones a continuacion, presentamos un estudaside fenomenologias
para nano-hilos(cinta) cuanticos, en sistemas basadangnanductores(grafeno
mono-capa).

2 Nano-hilo semiconductor

2.1 Sistema Fisico

Considérese una heteroestructura semiconductora Illl+wlelaino de sus com-
puestos se ha dopado tigp [ver Fig. 1(a)]. Un esquema del perfil de la banda
de valencia se muestra en la Fig. 1 (b). En el minimo de energdase forma
debido al dopaje modulado (interfaz de la heterojun{@ipAlAs/GaAs InGaA3,
gueda confinado un gas de huecos bidimensional en la diredeidrecimiento, di-
reccionz en lo adelante, pero libre en el plano perpendici¥gr Para llevar este
sistema a un gas de huecos Q1D (Q1DHG), siguiendo un meaasismiar al uti-
lizado obtener gases de electrones Q1D [14, 15], se coloasuhairas metdlicas
—potenciales repulsoresA { B en la Fig. 1(a)] sobre la heteroestructura de man-
era que los huecos queden confinados en la direscjoer Fig. 1(a)]. Tendremos
entonces un sistema tipo hilo cuantico a lo largo de la dibacg (direccion de
movimiento en lo adelante) cuya seccion transversal seeaticuen el planfxZ.

Si sobre la capa dSi)AlA, se coloca un electrodog [paralelepipedo gris trans-
parente en la Fig. 1(a)], el campo eléctrico modificara lnegite el perfil de la
banda de valencia como se muestra en la Fig.1(b), y como @uerseia, surge una
barrera de potencial [ver Fig.1(c)] en la direccién de maeirto. Con el dispositivo
propuesto, pretendemos similar al SFET de Datta y Das, sfdaeq nuestro caso
los portadores son huecosy el canal de transporte es Q1BoEkitoso de voltajes
de compuerta, para “sintonizar" la energia de Fermi, gemenaeras de potencial
y manipular la SOI en sistemas de baja dimensionalidaduitilel grafeno—, ha
sido documentado ampliamente en la literatura [28, 29].

En resumen, los huecos se moveran por un nano-hilo cuantectaggo de la
direcciony [representado a color verde en la Fig.1(a)], bajo SOI-R eedebn espa-
cial donde s encuentra la barrera de potencial. Para essasgiiégasistema, nos hemos
propuesto el siguient&edanken Experimenén el fondo de un pozo cuantico in-
finito, ubicado en la interfaz de la heteroestruct(B§AlAs/GaAs InGaAg [ver
la Fig.1(a)], colocamos el 1DHGWP en régimen de subbandsacdpladas, y lo
hacemos evolucionar con cierta polarizacion inicial dplegproporcionada por un
ferromagnético fuente). Posteriormente, consideramiosdeacciéon del 1DHGWP
con un obstaculo dispersor de espdsgrque involucra una barrera de potencial y
la SOI-R.
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2.2 Modelo Tebrico

Para describir la dindmica de los huecos sin considerar lER3gartimos del mod-
elo Kohn-Ldttinger [30] escribiendo el hamiltoniano en taasb|hh%g>, |Ihg 7%>,
[lhz 1), |hhs _3) de la forma [31]:
2°2 272
Hi1 Hi2 Hiz O
- Hy, H 0 —H
By = 12 P22 13 ) 2
U= 1Hj 0 Hz Hi @)
0 —Hj3H{, Hua

En la expresion (2) se consideraran Unicamente los térndimés diagonal prin-
cipal. Esta aproximacion es vélida si se desprecia la nabeéicidad de las bandas
debido al acoplamiento entre ellas. Dicho esto podemoghésicamiltonianos in-
dependientes para cada especie de huecos:

2 ~
Ay = [%(VfRTJerkz)ﬂLV(f)] I, @3)

2 -~
A _ {%(vt‘k%wikz)w(r)] 2. @

dondel ; es la matrizidentidad (22), y* = (12 o) y V¥ = (Y1 £20), conya, o, ¥
los parametros empiricos de Luttinger [3&k} = keey + Ryey el operadorcuasi-
momentunransversal a direccion de crecimientt(r) = Vag(x) +V(y) + Vi (2),
dondeVag(x) representa el potencial de confinamiento dado por las bAryaB
gue modelamos parabolicgig(x) = $mow?x?, dondew? es un parametro que car-
acteriza la curvatura del potencidl(x) representa la barrera de potencial debido al
electrodoV g que tomaremos arbitraria en generalj(z) representa potencial de
confinamiento dado por el dopamiento en heteroestructewagpaelaremos como
un pozo triangular infinitoViy;(z) = eFz conF el campo eléctrico producto de
la concentracion de cargas. Notese que los hamiltoniasoftaates aln albergan
efectos de la anisotropia de las bandas, y' # yY.

La parte correspondiente a la SOI-R en el caso de huecosiaesaxpos a partir
de modelos obtenidos para el caso Q2D [8, 10]:

2 2
Fl:cr:l-R:_iahh [%—fh—%a] —ipm[iCo~kKo_], (5)
A= ianlk o, —k.o_], (6)

dondek. = ke +iky y 01 = L(ox+ioy), con oy las matrices de Pauli w,3
parametros que caracterizan la intensidad de la SOI-R yndepe=n general de la
asimetria del potencial de confinamieritc., del dopaje modulado y el campo el
campo eléctrico externo.
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Fig. 2: Dispersién de las componentes espinoriales delgiaqle ondas inci-
dente cuando interactda con el obstaculo dispevgprEste caso corresponde a
la trasmision del paquete, i.e., para la energia iniciapdguete mayor que el po-
tencial de la barrera, en los instantes inicial-cercarattirando-final.
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Fig. 3: Dispersion de las componentes espinoriales delgiagle ondas incidente
cuando interactta con el obstaculo dispekégrEste caso corresponde al tunelaje
del paquete, i.e., para la energia inicial del paquete mgnerel potencial de la
barrera, en los instantes inicial-cerca-interactuanaial-fi
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Aproximaremos las expresiones (5) y (6) al caso puramerniténiensional (a
lo largo de la direcciory) sustituyendd por su valor esperado. Puesto que el
potencial de confinamiento eres parabdlico se puede demostrar due = 0. De
esta manera tendremos

hh

HSOI-R = (athy + thlzy3)o—x (7)

~lh ~
H SOIR - a|h kyo-x (8)

2.3 Transporte Cuéntico dependiente del espin

Resolvemos asi el problema del transporte de huecos eteghaifisico en cuestion,
incluyendo el obstaculo dispersor, tal como se ha visuddizn nuestrgedanken
experimentSe mostrara explicitamente el caso de huecos pesadospelechuecos
ligeros se resuelve analogamente. El hamiltoniano paredsygesados (&r = 0)
queda escrito como

h%k2 . .
— \% Ohhk
- 2mOV +V(Y) annky + Brnkd HIh
H = = . 9

2 Hhh Hhh
Uhhky+[3hhk§’ kyV Y +V(y) 2

Por lo tanto, la ecuacién completa de Schrbdirﬁy(ﬂr |ﬁ‘9 Y, toma la forma
BrnkZ +V/(y) A ahh/|hky+l3hh/|hi€§ G\ g9 (W (10)

k 3 2 W) ot \y

OhtyinKy + Bhnyinky  Brnkg +V (y) 2 2

2.4 Esquema en diferencias finitas: Crank-Nickolson

Mediante el método de Crank-Nickolson [32] se puede obtEmdmente el oper-
ador de evolucién temporal asociado a la ecuacion (10) earmafdiscreta (vari-
able espacialj, variable temporah)

(l:ijl,U?J"l-i-l:le,UT) B
2

O (wp-wp). (12)

la cual re-escribimos en la representacion de Cayley-@oidl33]

|ﬁ nel ih -
<| - )w* <|2—2—6t )w,, (12)
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para finalmente obtener

Yt = <7|2_ Zi_gﬁj> Pt — gt = <72 ~ |2> yj (13)
i ih 7. i i it 1. it
o4 2'—&HJ o+ IZ_HHJ
Se expresa en una féormula de recurrencia la relacion de tasofies de onda
entre un instante y el instante anterior
1. Haciendog? = [ —2— | 4", obtenemos la siguiente relacién de recurren-
] I2+%Hj J
cia:
n+1_ n n
Y= ey
. Paran=1, ¢} = ¢ — 49, V]
O—( 2 _)yd
) (pJ <|2+'76F:|:|j)wl
. Lp‘j) = "Paquete de ondas gaussiano”
. Se realiza el mismo procedimiento para 2,3,4,...,N

o0 A WDN

Cuando llegamos al pasd, se obtiene la solucidn numérica aproximada de la
funcion de onda en todo el espacio y para todo instante. Eegmdescrito hasta el
momento se puede extender anadlogamente al caso de hueros.lig

Para calcular los coeficientes de trasmisién y reflexion padeutilizar las sigu-
ientes expresiones integrales:

L
I 1 (vt = o) Pdx

T, = — (14)
Of[WT(YJ=0)|2+|%(y7t=0)|2} dx

Yo
0f|¢’¢.¢(y,t = o0)|2dx
Riy = T , (15)

[ (1910t =0+ | (y,t = O) 7] dx

expresadas numeéricamente a traves de la regla de los wapeci

2.5 Discusion de resultados

Una vez obtenidas las soluciones aproximadas de las fusg@gonda, a través de
los métodos numéricos descritos en la SubSec.2.4, pasagnacar la dispersion

del paquete de ondas incidente para dos casos: Trasmigbfify.2] y Tunelaje

[ver Fig. 3]. Los resultados que mostramos correspondensal de huecos pesa-
dos para una concentracian> 10 cn?, lo que equivale a un valor d&,, = 0.4
eVAy Bnn = 0.05572 eVR, este valor depende en general de la concentracion de
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portadores y del voltaje aplicado ®fg. El caso de huecos ligeros exhibe un com-
portamiento similar, menos marcado por la SOI-R debido aogre= 0.0019 eVA

a la misma concentracion y no lo mostramos en el presentiultafios restantes
parametros se especifican en las figuras.

Coe ficientes de trasmision y Re flexion

AV T E

D(E) y R(E)

- =
T " i gy
' (513 (7] T 10 12 Ly

5 a

r":m'rlr;;u (eV)

Fig. 4. Coeficiente de trasmision y reflexion para una badenotencialy = 0.3
1
eV y una polarizaciogy = %2 <|) .

En la Figura 4, se muestran los coeficientes de trasmisiofiexidn analiticos
y numéricos. Se aprecia que nuestro modelo numérico (oBaugros y cruces
azules) se ajusta muy bien al modelo analitico [34](line@eelara y oscura),
cuandoap, = 0. Ademas con una simple inspeccion de la gréafica se pueda ver |
conservacion del flujo de probabilidad. Estas dos compiobhas, validan suficien-
temente nuestro modelo.

Para el caso dey, = 0, la transmision para ambas componentes espinoriales
no coinciden lo cual se debe a la constante que acompananhdécibico, y que
es exclusivo de la subbanda de huecos pesados ]ver Fig.pliegie observar que
entre mayor es el valor dm,,, mayor es el desdoblamiento de ambas componentes
debido a la precesién del espin, inducida por el acoplamBdi-R.

Las Fig.6 y Fig.7 muestran los coeficientes de trasmisiéa giderentes valores
altura de la barrera de potencial y diferentes polarizaasate espin del 1DHGWP
incidente, respectivamente. En la Fig. (6) a medida que atared valor devg la
curva se hace de pendiente mas "suave". Por lo tanto si lgianeicial del paquete
es pequefia, el desdoblamiento de las componentes esf@aesgpequerio y casi no
tenemos trasmision. Observamos ademas que a partir dearremargético (aprox-
imadamente parg > 0.75 eV) la trasmisién se satura, lo cual apunta a un com-
portamiento andmalo, que requerira mayor estudio, paendat sus causas. Las
curvas de la Fig.7, se obtienen variando las polarizacidaesspin del 1DHGWP
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., Coe ficientes de trasmision para diferentes parametros de Rashba
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Fig. 5: Coeficiente de trasmision para diferentes valordspdeametro de
acoplamiento de Rashlog,. La barrera de potencig} = 0.3eV y la polarizacion

inicial del paquete e&§ = % <|1> .

...Coe ficiente de trasmision y para diferentes barreras de potencial
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Fig. 6: Coeficiente de trasmisién para diferentes valorda Barrera de potencial
1

Vg (ver Fig. 1). La polarizacion inicial del paquete&s= \% (|) y el pardmetro

de Rashba,, = 0.4 eVA.
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incidente y manteniendo fija la altura barrera de potencial, , Vg = 0.3 eV. Se

1(0)
puede ver que para ciertos valores de polarizadigg () = \/% <O(1)> )tendremos

0 no trasmision [ver Fig. 7].

Trasmision para diferentes polarizaciones

— T L

E)

630

Ene r_’gm (e V-];

Fig. 7. Coeficiente de trasmision para diferentes polaidzess del espin del pa-
quete de ondas incidentes. La barrera de poteNgiad 0.3eV y el parametro de
Rashbaop, = 0.4 eVA.

3 Nano-cinta de grafeno

3.1 Caracterizacion del Grafeno

El grafeno es una mono(multi)-capa de atomos de carbonadiscen un arreglo
hexagonal bi-dimensional, y es la forma basica para loscgd6s de carbono [35].
Al principio era un objeto de estudio tedrico, ya que se sigpaer inexistente
porque una estructura plana es termodinamicamente itestai la disminucion
del grosor. Sin embargo, fue demostrado por Geim y Novoga8&j\que el grafeno
puede existir si se considera semi-plano (con pequefiagaa)lEn experimentos
posteriores, se confirmé que sus portadores de carga erealetad fermiones de
Dirac (pares electron-hueco, sin masa en reposo) [37].

En 1940 aproximadamente, se argumentaba que los cristadmdnsionales
eran termodinamicamente inestables y que no podian etiatitemperatura de
fusion de peliculas delgadas, decrece rdpidamente coosbmy las peliculas se
vuelven inestables. Esto fue ciencia establecida has&files 2000, cuando se de-
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scubrié experimentalmente el grafeno, junto con otrodales bi-dimensionales.
Estos se pueden obtener encima de substratos no-cristaimguspension liquida
y como membranas suspendidas. Estos cristales demostearenalta calidad
cristalina, y ser continuos [35, 36, 37]. Un plano atémicauescristal bidimen-
sional, mientras que 100 capas se considerarian como uicalpalelgada de un
material 3D. Para el caso del grafeno, la distincién entaéitgry grafeno (debido a
la estructura electrénica) se da a las 10 capas. Sélo elngraieno-capa tiene un
espectro electrénico simple: es un semiconductor de gap nul

Se han intentado varios métodos para formar grafeno, pdos terminaron en
crear materiales 3D con diferentes propiedades no muysUgile no generaron
suficiente atencion. Hasta que recientemente se logé olijesfeno de pocas ca-
pas, que mostré propiedades de transportes de carga canaiitidad [36]. El
crecimiento epitaxial del grafeno puede ser la Gnica rudblei para aplicaciones
electrénicas. Muchos grupos experimentales, trabajamugstras obtenidas por
escision micro-mecénica del grafito, la misma técnica qumipié el aislamiento
del grafeno por primera vez [36, 37]. Después de perfecdmresta técnica provee
de sistemas basados en grafeno de hastaiDque es suficiente para la mayoria
de las investigaciones. La técnica consiste en separgpdanaas externa del grafito
tridimensional. Para hacer esto, todavia no se tiene undméireciso, pero las
aproximaciones comunes son:

1. Un raspado fino del grafito mediante el empleo de una suiges@tida.
2. Usando una cinta adhesiva colocada sobre el grafito, aesadye la cinta 'y se
desprende, haciendo que capas muy delgadas del grafitopse riten.

El problema con el grafeno, es que al estar sobre un substatouy dificil
encontrarlo entre muchos pedazos de grafito, por ejempkcasining Probe Mi-
croscope(SPM) tiene muy baja resolucién para buscar grafeno, nasrdue el
Scanning Electron Microscog&EM) es inadecuado debido a la ausencia de sefiales
claras para el nimero de capas atdmicas que se necesitgrégliante critico, fue
observar que el grafeno se vuelve visible a la detecciénpemiaroscopio 6ptico
si se coloca encima de una oblealleon un grosor definido de diéxido de silicio
(Si®,). Hasta la fecha, la configuracién mas confiable para cormdiglispositivos
basados en: grafeno bi-dimensional mono-capa (2DMLG)apoapas de grafeno
(FLG)y nano-tubos, es &i0; aislante, cominimente acoplado a una oblea de sili-
cio [38].

3.2 Estructura Cristalina y Espacio Inverso

La estructura cristalina del 2DMLG, es una red hexagondbgma semi-plana,
parecida a un panal de abejas [ver Fig.8(a)]. La estrucspaadifica del 2DMLG,
que reproduce el sistema usado para este estudio, puedesseitadpor una red
triangular con base de dos atomos por celda unitaria. Dedzaessto, los vectores
de la celda unitaria som = ag(1,0) y a» = ap/2(1,+/3) [35], que generan los vec-
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tores de la Zona de Brillouin (BZ), que estan dadostpor 471/ (2a9v/3)(v/3,—1)

y by = 4m/(ap\v/3)(0,1), conag = v/3a dondea ~ 1.42 A, es la constante de la
red de carbono. Podemos encontrar los puntos de Dirac,ddsi&m los siguientes
pares de coordenadés, ky) de la red reciiproc& = (0,0); y K’ = +(871/3a0,0)
[ver Fig.8(b)], son conocidos como "puntos de Dirac". Enntaea su estructura
fisica molecular, el grafeno es una forma al6tropa del agrbé una estructura
nano-métrica, bidimensional, de atomos de carbono cahedos en una superficie
ligeramente plana, con ondulaciones de un atomo de esgesoyna apariencia
semejante a una capa de un panal de abejas ya que tiene ugaiamdin atbmica
hexagonal formada por subredey B [ver Fig.8(a)]. Los al6tropos del carbono se
clasifican por su dimensionalidad como:

Cero-dimensionales - fulerenos.
Uni-dimensionales - nanotubos.
Bi-dimensionales - grafeno.
Tri-dimensionales - diamante, grafito.

Los tres puntos de alta simetrfa; M y K(K"), forman un triangulo que se utiliza
para calcular las relaciones de dispersion de la energfaniiio observado en la
Figura 8(a), es la celda unitaria del espacio directo. Rorlatlo, la Figura 8(b), es
la BZ que pertenece a la red reciproca en el dominio de lagdreias. La impor-
tancia de la BZ, radica en la descripcion de las ondas queopagan en un medio
periddico, las cuales pueden ser descritas a partir de aledBbch, que tienen la
periodicidad de la red.

Los vectore® que vemos en la Figura 8(a), estan dados por

a a
&= 5(1v/3),8, = 5(1,3), 8 = ~a(1,0), (16)

mientras que los seis vectores vecinos segundos mas ceisgamo
6i:iala6é:ia2a6§::t(a2_al)' (17)

Una evidencia de la calidad en las propiedades electréaitas$ grafeno, es el
transporte de carga el cual puede ser sintonizado contentarentre electrones y
huecos en altas concentraciones del orden dé&cr©®? y sus movilidades pueden
exceder los 1% 10°cn?V—1s1 en condiciones ambientales. Incluso las movili-
dades observadas dependen muy poco de la temperaturadugies en gran parte
sélo dependa de la impureza, la cual se puede mejorar en g@didanOtra prueba
de la calidad electrénica es el efecto Hall cuéntico, quaewser observado en el
grafeno incluso a temperatura ambiente [35, 36, 37].

Otra raz6n importante para el interés en el grafeno, es licpiar naturaleza
de sus portadores de carga. Estos imitan particulas istatw son mas faciles de
describir partiendo de la ecuacion de Dirac, en lugar deda@on de Schrédinger.
Es oportuno subrayar, que el movimiento del par electr@cbwalrededor de los
atomos de carbono con desplazamientos entre sub-celdéipad y B [ver la
Fig.8(a)], no es un efecto relativista. Sin embargo, laratteién con el potencial
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X
(a) Celda unitaria del grafeno, donde
a; y a2 son los vectores unitariog\
y B son las subredes & = 1,2,3 son
los vectores que apuntan a las subredes
vecinas mas cercanas.

Ky

A

[

(b) Zona de Brillouin correspondiente,
los conos de Dirac se encuentran en los
puntosK y K’. ', M y K(K’) son pun-
tos de alta simetria.

Fig. 8: Celda unitaria y reciproca del grafeno.

periddico de la red del grafeno, nos conduce a unas cudsiydas —que a bajas
energias—, son descritas por la ecuacién de Dirac, y quentiena rapidez de luz
efectivav; ~ 555 ~ 10°ms! (velocidad de Fermi). Estas cuasi-particulas llamadas
fermiones de Dirac (sin masa en reposo), pueden ser vistas electrones(huecos)
que han perdido su masa en reposo 0 cCOmo neutrinos que adouidarga de
electrén. Cabe subrayar, que algunos eventos anénealg<£l tunelaje anti-Klein,
ocurre para fermiones con quiralidad definida, que se wamsfh en huecos con
masa efectiva finita dentro del QB [39]. Lo anterior, condacgue tales huecos
masivos, poseamomentunimaginario, y a la no conservacién del indice de la
quiralidad del pseudo-espin dentro-fuera de la barrerh [B9rafeno obtenido
experimentalmente, provee un banco de pruebas muy atrggéiva la observacion
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de los fendbmenos de electrodinAmica cuantica, dadas kasteesticas fisicas men-
cionadas brevemente arriba.

3.3 Sistema Fisico

S0

Fig. 9: Representacion esquematica del dispositivo psipusgasado en grafeno.
La nano-cinta (franja amarilla) se “imprime" litograficame, a partir del confi-
namiento electrostatico de los fermiones de Dirac a unane@ilD (franja amar-
illa), producido por las placasy B, en un 2DMLG, embebido entre nitruro de boro
hexagonal {BN, gris oscuro) y el substrato aislante de didxido de siliGaOg,
anaranjado). El electrodo de compuéfiagenera la barrera de potencial en la nano-
cinta de grafeno, que es a la vez la region donde estamosleoasdo la accion del
acoplamiento SOI-R sobre los fermiones de Dirac.

En el dispositivo bajo estudio [ver Fig.9], consideramoMLG, embebido
entre nitruro de boro hexagon&B&N, gris oscuro) y el sustrato aislante de diéxido
de silicio Si0,, anaranjado). Los fermiones de Dirac, son confinado elgétioa-
mente por los electrodos de compuerta representados pplazssA y B (verde)
a un hilo cuantico Q1D y estudiamos la evolucion temporal tldDHGWP de
fermiones de Dirac, que va de un lado al otro de la nano-cisando por el QB
[ver Fig.10]. En la presente aproximacion, no considerashasoplamiento SOI-R,
ni la accion de un potencial dispersor en la region de espiceo(fuera del QB) y
s6lo observamos que el paquete se mueva adecuadamentegm lddbcanal cuan-
tico Q1D. Después observamos qué sucede con el 1DHGWPtdsraimteraccion
con el QB, cuya regién adicionalmente presenta acoplamasittipo SOI-R.

Experimentos de SEM muestran invariablemente, que el 2Diiggdsitado so-
bre Si0,/Si, reproduce sélo parcialmente la morfologia del substrstarge —sin
replicarlo rigidamente—, dando lugar entonces a la ajgaraé regiones localmente
espaciadas de fuerte perturbacion de la simetria hexagetated del grafeno [38].
Lo anterior, es el origen de la SIA, que a suvez genera el agophto SOI-R en el
2DMLG, con un caracter marcadamente localizado. En nud&pmsitivo, asumi-
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Grafeno

Fig. 10: Simulacién del 1LDHGWP bajo estudio en su estaddaiinigue evoluciona
en el espacio libre en el sentido indicado por la flecha hot@megra. Nétese
que en ausencia de acoplamiento SOI-R, ambas componkiipesitos rojos) y

B (trazos verdes) del pseudo-espinor aparecen degeneEdastangulo vertical
(verde) representa el QB, cuyo potendigl= 4 eV, se anula en el resto del espacio.
El espesor del QB, lo asumimos coma, = 2 A, mientras que la polarizacién del
pseudo-espinor incideng asimismo como la energia de partigadel 1IDHGWP
viajero, aparecen indicadas.

mos que tales zonas de SIA, se encuentran en la regién del @8orifiguracion
2DMLGI/SIiO,/Si, es amplianmente usada en la actualidad [38]. Por otro $zdoa
reportado recientemente queldN acopla con el 2DMLG, mejor que el resto de
los candidates, debido a que las diferencias de ambas smeapenas del.3%.
De esta manera, se garantizan las propiedades morfolggasas y electronicas
del 2DMLG [40].

3.4 Modelo Tebrico

Una forma aproximada para calcular las propiedades detmpakes a través del
métodotight binding Es til porque preserva la simetria exacta del sistema. Los
fermiones de Dirac, pueden ser descritos por medio de orelBodh. Para con-
struir la matriz hamiltoniana, se requiere de una base dgdnas, que en este caso
deben ser soluciones de la ecuacién de Schrodinger quganalyperiodicidad del
sistema. En aras de mayor completitud y con fines didactiresentamos somer-
amente el hamiltoniantight binding' para fermiones de Dirac en el grafeno, con-
siderando que estos pueden brincar a los &tomos vecinosemasos y segundos
mas cercanos [35]
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l:l = —t z (a:;.iba',j +hC)
(i,j),.0

(i.n)o

siendoag (agi) y b (b;i) los operadores de creacion (aniquilacién) en la
region de la subred y la subredB, o es el espinofo =1,]), t es la energia
de salto a los vecinos mas cercanos (saltando entre diésrenbredes) ¥/ es la
energia de salto a los segundos vecinos cercanos (saltaidav@sma red). Las
bandas de energia derivadas de (18) tienen la forma

E. (k) = +t/3+ (k) —t'f(Kk), (19)

f(k)=2 cos<\/§kya) +4 cos<\/§ kya> cos( ; kxa> , (20)

donde el signer aplica para la banda de electrones y-gbara la banda de huecos.
Queda claro que $f = 0 entonces el espectro energético es simétrico.

Cerca de los puntos de Dirac el Hamiltoniano para el grafeistimo [Revisar
apéndice 5.1] se escribe como [36]

Hs=Vv:0-P, (22)
con o = 6yl + 6yJ, siendo las matrices de espin Padli= (93), 6, = (?3'),
y P=PRd + PR, es el vector operador del momento lineal con sus compamente
P.=—ih%, R = —iﬁaiy; y finalmente las bandas de energia quedarian como:

E — +|Ak|Vv.. (22)

Para que estos resultados sean equivalentes a los obtenil#oslectrodindmica
cuantica relativista de Dirac, se considera que los feres@e Dirac se comportan
como particulas sin masa en reposo. Se puede demostratiralpda relacion de
dispersion lineal (22) que los electrones siempre van aaéaqgos de los huecos por
lo que los portadores de cargas eléctricas y de espin erfehgraiempre aparecen
en pares llamandosele al conjunto cuasi-particula. Otextaxistica importante es
que los fermiones de Dirac en la subredienen una direccion preferencial de su
espin (proyectandose en la direccion de propagacion) rageqtie los espines en la
subredB se encuentran completamente opuestos, a esto se le llarabdzual. Por
esta razoén se les denomina pseudoespines y al conjunt@setadloespinor, cuya

formaes w
_ (A
W (%) 23)
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3.4.1 Hamiltoniano hibrido: Acoplamiento Espin-6rbita

La interaccion del grado de libertad rotacional de un edection su grado de liber-
tad de traslacion orbital, causa un efecto electromagnggiativista. En el caso de
los materiales espintronicos, la estructura de bandasafeestada, produciendo por
consecuencia, propiedades que pueden ser benéficas dpelpstiependiendo de
la aplicacién buscada. La SOI a nivel atdmico, es la antekala inclusion del tér-
mino correspondiente en el hamiltoniano no-relativist®atac [41]. Llegando a la
siguiente expresion .
sol — _W
dondemy es la masa de un electrén liboegs la velocidad de la lup,es el operador
momentoV es el potencial de Coulomb del nucleo atomica ¥ (ox, 0y, 07) es
el vector de las matrices de espin de Pauli.

Se ha discutido ampliamente en la literatura, la necesidathdentendimiento
detallado de los fenébmenos relacionados a la SOI en sist2Batanto para la
investigacion fundamental misma, como para las aplicesi@m dispositivos elec-
trénicos y en este caso espintronicos [25, 35]. También defmastrado que el com-
portamiento de la estructura de bandas de un material 2[2ndepde la simetria
del potencial de confinamiento y de la particion de espinltasie de la banda de
valencia [42]. Datta y Das [5] propusieron un dispositivonde se puede controlar
y/o detectar orientaciones especificas del espin en unartesrcon ayuda de con-
tactos magnetizados. Una de las contribuciones a la mawipul del espin sin un
campo magnético externo, es el efecto Rashba [4]. En esieesta accion de un
campo magnético efectivo sobre el espin de los portadorearda confinados, la
que produce los resultados esperados.

En nuestro modelo tedrico-matemético para el estudio denkandca de los
fermiones de Dirac en un sistema 1D de MLG, usaremos la @muaompleta de
Schrédinger en forma discreta, la cual ha sido empleadasaxitente en la men-
cionada dimensionalidad [42]

H o-Px(0V), (24)

(W)} = IFo W (0], (25)

donden es la discretizacion del tiempojyes la discretizacion del espacio, de forma
quet — ot,y— joy; n=1,2,...,N, j = 1,2,...,J. El hamiltoniano hibrido a dis-
cretizar, que describe lafenomenologia del dispositiva &g.9, va a estar definido
de la siguiente manera: .

H :HG+V(y)|2+HSOI-R; (26)

dondeH es el hamiltoniano del grafeno pistino presentado por (@13 Sec.3.4;

V(y) es el potencial rectangular e independiente del tiempo endimension, y

finalmenteHs., es el hamiltoniano que incorpora el acoplamiento SOI-R.[10]
La solucién para la ecuacion (26), la proponemos en la forma

W(yjt) = U(tvtO)L’U(yatO)v (27)
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siendoU (t,to) el operador de evolucion temporal del [Revisar apéndick §uz
definimos sobre bases generales como:

U(t,to) = endH, (28)

y que representamos a los efectos del clculo numéricoséstde la aproximacién
de Cayley-Goldberg [33]

U(t,to) = 2+2_£2i%|:| —l, (29)
para después sustituir en (27), para obtener
P(yt) = @(y.to) - ¥(¥,to), (30)
y llegar finalmente a que:
Dy to) = V10 (31)
PO

Desarrollando el algebra correspondiente y tomando entzusnresultado
obtenido del apéndice 5.3; llegamos al siguiente resultado

2W) = —CO" ; +[l2+DVjl5] @] +Co], 32
dondep = Vfg;y yD = %. Este resul'tado hay que separarlo en sus componentes,
sumaanndolas y restandolas convenientemente
EMN ED EN
j—1 j j+1

dondeE] = (p,E.j +@E YR = qu,j — @5 ;. La ecuacion (33), es un sistema de ecua-
ciones que se resuelve numéricamente para obtener logevale®!, de manera
que podamos utilizar ciclicamente la ecuacion (30) en sudaliscreta, hasta llegar
aN pasos, o sea:

Wit = o — . (34)

Es necesario imponer las condiciones de frontera, paraldU2HGWP evolu-
cione correctamente tanto pen el espacio libre, como ermpecesde las interac-
ciones menciondas anteriormerite,.,

wrdoynd_o (35)

Hemos tomado en cuenta, el hecho relevante de la detecqénimental dénh,
con masa efectivay, ~ 0.1m, via oscilaciones Shubnikov-de Haas, en sistemas
de FLG [43]. A partir de lo anterior y agregando la recientdiecion de tunelaje
anti-Klein en 2DMLG, donde los autores concluyen que losifenes de Dirac con
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quiralidad definida, se transforman en huecos con masaveféinita dentro de una
barrera [39], asumimos que los términos momentum-depetadielel bien cono-
cido hamiltoniano efectivo Rashba pdrlh, en heteroestructuras semiconductoras
Q1D [10, 44], pueden ser extendidos a la nano-cinta de MLGoriees tenemos
que

A — _ig k2 Ri iB [ik3 i3 36
sorr = —I EO—+_R_O—— _|B[ —04 — +0—]a ( )

dondeky = (ke + iRy) y oy = %(oxi ioy). Después de algunos desarrollos alge-
braicos e igualando a cero las componentes gque contigiggima hay propagacion
en esa direccidn), obtenemos finalmente

I:isom = (aRy‘f'BRg)O—X- (37)

También en este caso consideraremos la masa dehlosn el hamiltoniano
hibrido (26) le sumaremos el modelo Kohn-Lttinger (KL):

2

I:'KL = ﬁ(Vl"‘ZVZ)Ak)Z/IZa (38)

siendoy, » los parametros de Luttinger para el grafeno, y definie&dﬂ%()’l +

2y,)

Finalmente, llegamos a la expresion crucial del hamiltomiibrido, que con-
sidera los efectos de interés en el sistema bajo estudicelqmmesupuesto de las
aproximaciones descritas arribhae.,

H = (B2 +V(y))l2+ (aky + BK3) o + Vefiky 0y, (39)

donde Fourier transformam&§: —idi. Repetiremos el proceso descrito anterior-
mente, usando nuevamente las ecuaciones (30) y (31), naatiif@decuadamentre
[ver el apéndice 5.4]. Luego de los desarrollos corresprtes sobre (33), obten-
emos

FE
Z(LpA’j + LpB.j) =FAGj_1— ?Kj_l—k (1+ FB)Gj

FE FE
— TKJ + FCGJ+1+ FEKJ+1+ FDGJ+2 — ?KJJrZ, (40)

al restar:

FE FE
2(nj— Yj) = FAKj 1 — —=Gj_1+ (1+FB)K| — —-G;

FE
+FCKj 1+ FEGj 1+ FDKj 2 — ?Gj+2a (41)
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__ B ia B p_ 2B , ia 3B ~_ B _ia_ 3B
dondeA_—Wﬂ—m—M,B_V(y)+W+25y+6y3,C_ 32 T By 8y
ﬁVf

_ iB _ __iot
D_%+5_y3'E_5_ny_l2_h_'

Si sumamos las dos ecuaciones anteriores obtenemos:

FE FE

FE
+ (PA7J+1(FC+ FE)+ (PA7J+2(FD — ?), (42)

y restandolas se llega a:

FE FE
20 = @i 1(FA+—)+ @ j(1+FB+—)

3 2
FE
+¢8j+1(FC—FE) + @j2(FD+ ). (43)

Las ecuaciones (42) y (43), son las que hay que resolver eyutia del método
computacional que describimos a continuacion.

3.5 Algoritmo Computacional

El cddigo de célculo funciona de manera que, a partir de ungieqie ondas dado,
con parametros definidos, podamos observar graficamente edohuciona éste
paquete a través del tiempo en un ambiente definido.

1. Primero, definiremos las constantes que se usaran, tamt@lambiente como
para el 1DHGWP.

2. Discretizamos el potencial y el 1DHGWP [hamiltoniano){39

3. Construimos las matrices con las que trabaja el codigai @ construye la
matriz del sistema de ecuaciones a resolver).

4. Resolvemos el sistema de ecuaciones: (42), y (43) paeajtgdevaluamos
(34) para consegquir el siguiente estado discreto en el teApontinuacién se
repite este paso para toda

5. Se grafican los datos y se almacenan en forma de video coatiot.avi". En el
sitio de la Ref.[45], el lector puede visualizar y/o deseafigheros multimedias
con animaciones de la linea de tiempo del 1DHGWP bajo estAtlionas de
las fenomenologias, no han sido descritas en el preseritaloap

3.6 Discusion de resultados

Se logré obtener animaciones como las que se esperabamgaasbs en los que
incluimos la SOI-R y cuando la excluimos [Fig.11]. Es pasitistinguir, como se
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mueve el 1IDHGWP a lo largo del canal Q1D de la nano-cinta [V@i9H en el
espacio libre [paneles (a), (c) y (e)]. Al aplicar el acopkmo SOI-R en la seccién
de la barrera, la polarizacion del espin cambia como seaspgpaneles (b), (d) y

(f)l.

(@ o

0

b o= s7at

() - (d)
w() (1)

cfEce 2aV fEee  Zav
= 5Tt P = STat

_: /\e /\ /\

Fig. 11: Densidad de probabilidad del 1LDHGWP en la direcgién el espacio li-
bre: sin SOI-R [paneles (a), (c) y (e)], y bajo SOI-R [panébes(d) y (f)]. Tomamos:

a =0.4 eVAy B =0.2eVA3; dondef es la polarizacion inicial del paquete incidente,
Ey es la energia del paquetegs el tiempo transcurridé es el vector de onda del
paqueteg es la dispersion del paquetg, es la altura del QBAxb es el ancho del
QB yT es el tiempo total de la simulacion.

®

En la obtencién de las graficas de la Figura 11], se hicienasteg arbitrarios al
hamiltoniano del grafeno pristino (21), el cual re-esonibs de la siguiente manera

~ (Puke 0
H‘( 0 ﬁvF&X)’ (44)
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que hemos sometido a un andlisis mas detallado, que seiliégudoen otro lugar.
No obstante algunas considerciones aal respecto, se tmesgavemente a contin-
uacion.

Al observar las gréficas de la Figura 12 (en ausencia del acoghto SOI-R),
observamos como desde el inicio, el paquete de ondas saseparte del mismo
se mueve en direccién danientras que la otra se va en direccién opuesta [paneles
(), (c) ,(e) ,(g) e (i)]. Cuando el 1IDHGWP interactta con Bl Qarte del paquete
se transmite y parte se refleja, produciendo un efecto alnmaaya superposicion
de los paquetes divididos por efecto del potencial dispelsioQB. Si incluimos la
SOI-R, la ruptura de la degeneracion del pseudoespinor ggwidente pero ocurre
un efecto similar al descrito arriba. En los paneles de laig&zdga [(a), (c), (e), (9),
e ()], introduciendo la correccién (44), el 1LDHGWP se com@a@omo en otros
semiconductores, que no estan sujetos a una ecuacion tigo @@ la forma (21).
Por otro lado, en los paneles de la derecha [(b), (d) ,(fl,(}], no se introdujeron
los cambios del tipo (44) y es evidente la ruptura de la degeit del pseudoe-
spinor, lo cual no deberia ser admisible en el espacio ldredncia de potenciales
dispersores y de acoplamiento SOI).

4 Conclusiones

En este capitulo se presenta un estudio de la dispersiénydietea gaussianos de
ondas cuasi-unidimensionales de gases de huecos (1DHGMiIP) golarizados
y desacoplados, en presencia de interaccién espin-dgmt&Rashba (SOI-R). La
evolucion del 1DHGWP, se simula confinandolo electrosdétiente en un nano-
hilo semiconductor y en una nano-cinta de MLG. El procesatnimatematico de
los modelos, sobre el método de diferencias finitas, reseltéajoso, para la ob-
tencion de una linea del tiempo en la evoluciéon de los paquet estudio. La
fenomenologia de interés en ambos casos, se puede manigiiggnrdo convenien-
temente: las magnitudes topolégicas de los sistemas (egpaisura del QB), la for-
taleza de la SOI-R y la configuracion del espinor(pseudinesppara el LDHGWP
incidente. Para el caso de la evolucién del 1DHGWP a lo lasgarch nano-cinta
de MLG en el espacio libre (sin dispesores cuanticos, nilaotipnto SOI-R), se
logré un excelente acuerdo cualitativo con la dinamicantepa para el 2DMLG,
bajo condiciones similares [46, 47].

5 Apéndices
5.1 A: Obtencion del Hamiltoniano del Grafeno

Partiendo de la ecuacion original de Dirac:
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K= 0003 K= 0 no%s
o= 100 e “0.}1
Vo= 4 T
Lok ;iv Lam= 24
T« 100

Te 100

..(b)

@
)

0w )

Fig. 12: Comparacion entre lo obtenido con el hamiltoniaglagdafeno corregido
[paneles (a), (c) ,(e) ,(g) e (i)] y lo obtenido con las ecaaes sin corregir [paneles
(b), (d) ,(f) ,(h) y (j)]; en ambos casos sin considerar elpd@miento SOI-R.
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(;3mc’-+c<§ anPn>> Y(xt) :iﬁ%. (45)
n=1

El hamiltoniano de Dirac seria:
R 3
n=1

Sabiendo que la masa en reposo de los electrones es cero:

Hpo=c <§ anPn> : (47)
n=1

En el grafeno, contamos para una capa con sé6lo dos dimesspordo que la suma
se limita hasta 2. Log;j son operadores lineales que gobiernan la funcién de onda,
escritos como una matriz y son matrices de 4x4 conocidas caatigces de Dirac.
Sin embargo, en este caso, construimos las matrices dedinamatrices de Pauli.
LasP's son los operadores momento lineal aplicados al vectoendicie onda.

El hamiltoniano para el grafeno al cambiar la velocidad dezapor la de los
fermiones (que se puede aproximar ya que varia aproximadaree dos ordenes
de magnitud):

I _ 0 kx—|ky _
HG_Vfﬁ(kx—Hky 0 >_vfﬁo-K. (48)

5.2 B: Operador de Evolucion Temporal

El operador de evolucién tempoﬁ(t,to) sirve para transformar la funcion de es-
tado en el tiempty, a una nueva funcion al tiempgosterior y al mismo tiempo su
valor tiene que ser igual a uno. Entonces se puede escriieauracion diferencial
de primer orden:

LA t,to) + 20(tt0)| W(x yito) =0, (49)
h ot
cuya solucién esta dada por:

U (t,to) = e o Ot (50)

Al integrar al hamiltoniano que es independiente del tiewipenemos el factor
ot = (t —tp).
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5.3 C: Hamiltoniano en diferencias finitas sin SOI-R

El hamiltoniano (en una sola dimension) aplicado a una fimde onda, antes de
las diferencias finitas, se ve asi:

HYy = —iﬁvfoy%wrvw, (51)

dondevs es la velocidad de los fermiones de Dirag= (? Bi) es la matriz de Pauli
para la componentey.

Tomando en cuenta ahora la discretizacion de una funciomde, da desarrol-
lamos en serie de Taylor (hasta el tercer elemento ya quedaiagacion de Cayley
hecha en la ecuacion 29, sélo es vélida hagta:

1
Wi = Yj + Oyy; + 55)/2%{'
1
Wi-1= ) — Syyj + S Oy° Y]
Al restarlas, obtenema,sj gue sustituimos en 51 para obtener:

- hvs o,
Ay =1

5.4 D: Hamiltoniano en diferencias finitas con SOI-R

En este caso, el hamiltoniano aplicado a una funcién de amdes de las diferen-
cias finitas, queda de la siguiente manera:

HY =V (y)¥ —i(Avioy+ aoy)¥' — BY" +iBa " (53)

Si desarrollamos en serie a una funcién de onda para el 3emn:ord

1 1

W1 = g — SYYj + S8y°u] — = oy’
1 1

W1 = Wi+ Oy + SOy U + Loy y”
8

Wi = Wy + 20y + 28y°4] + <Oy,

Son 3 ecuaciones con 3 incognitas que son las derivadgs deresolver el
sistema de ecuaciones y sustituyendo en el hamiltoniasajuedan:



Paquetes de Huecos en 1D 97

~ B 2B B
H'-ﬁ’A:—é—yzq—’j—l.A‘f' V(y)+5_y2 ‘I—’j,A—é—yzq—’jJrl.A

<ﬁvf S ia |[3)qjJ lB+<m+£ 3|B)%B

30y 30y Oy 20y 20y @ Oy®
hvi ia 3ip hvi ia ip ,
i <_6_y Ty 6y3> Yiviet <66y+ 8oy ' 6y3> Yieze, (54
~ _ hvg ia |B
H“’B_( 38y 30y 6y3> Viaa
hvy ia 3 Avi ia  3ip
+<‘zﬁsy+z—ay‘m)‘”“* (a_y‘a_y‘éys)‘””“
hvi ia iB '
( 66y+66y 6y3>'-.UJ+2,A 5y2¢’1 1B

2B B
+ <V( ) 6y2> qJJ B— yz (I"jJrl.Ba (55)
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Acoustic modes in composite with cylindrical
inclusions

J. A. Otero, R. Pérez-Alvarez, Ernesto M. Hernandez, SusRo@riguez, H.
H. Cabanas

Abstract

The following chapter is devoted to investigating the dispn curves in a
waveguide using Finite Element Method. A square bar wavkgigrmed by a com-
posite material with periodically located cylindrical lnsions is considered . A
study of the symmetry in waves and the cross-section of thepooind was per-
formed to reduce the dimensions of the problem. Elementsmfigtheory are used
for the study of symmetry of the compound. The study of thimsetries allow
to obtain the longitudinal, flexural and torsional modesasetely. It is observed
the behavior of the dispersion curves when number of inghssis increased. It is
demonstrated the feasibility of performing a prior homdgation process in cases
with a large number of inclusions. A graphical user integféar obtaining disper-
sion curves in square bars with cylindrical inclusions wasatioped in this work.

Se investigan las curvas de dispersién de una guia de ondsexdén cuadrada
de un material compuesto con inclusiones cilindricas pgar&nente localizadas
empleando el método de elementos finitos. A partir del estddilas simetrias,
usando teoriia de grupos, se identifican individualmergedodos longitudinales,
flexurales y de torsién. Se determinan los efectos de laciariadel tniumero de

inclusiones y se demuestra la factibilidad de realizar d®inn proceso de ho-
mogeneizacién cuando este niumero es grande. Se desareoitgerfaz grafica de
ususario para obtener las curvas de dispersion en estalelgsda.

1 Introduction

Ultrasonic waveguide inspection has proven to be much mifi@eat than tra-
ditional point to point tests; hence, a great deal of worlatedl to this field has
been done. The calculation of dispersion curves for diffeneaveguides is very ap-
pealing because these curves contain fundamental infammebout wave propaga-

J. A. Otero, Ernesto M. Hernandez and Suset G. Rodriguez

Instituto Tecnolégico de Monterrey, Campus Estado de Mgx@ar. Lago de Guadalupe Km 3.5,
CP 52926, Atizapan de Zaragoza, México, México. e-mailojexo@itesm.mx R. Pérez-Alvarez
and H. H. Cabanas

Universidad Auténoma del Estado de Morelos, Ave. Univerdid001, CP 62209, Cuernavaca,
Morelos, México. e-mail: rpa@uaem.mx

99



100 Otero, Pérez-Alvarez, Hernandez, Rodriguez, Cabanas

tion. A Semi-Analytical Finite Element Method, developedbtain the dispersion
curves for a bar with an arbitrary cross-section [10], cilutgts the basis for later
works. Some of them deal with the calculation of viscoetastive guides [1, 14].
A generalization of the Semi-Analytical Finite Element Kedtl for obtaining dis-
persion curves by using higher order elements [16], and @tlgh mathematical
analysis of the Finite Element Method applied to laminates werformed by F
Schopfer [21]. S Sharma and A Mukherjee provide methodsdarosion studies
of steel reinforcement in concrete by using guided longitaldwaves [22]. L La-

guerre and F Treyssede presented an extensive review dhtaibsthe art studies
of guided waves within seven-wire steel cables [12]. Anpihteresting work is

about the use of finite element methods for the analysis afeglivaves reflection
caused by a holder, within a pipe [7].

The earliest work on the field of commercial software desilfioethe calculation
of dispersion curves, dates back from the year 2000. BriataRavic uses analyti-
cal methods to obtain dispersion curves in multilaminatestzars with cylindrical
geometry [18]. These results were used in DISPERSE V.2 MABjch is among
the first of the few existing commercial softwares for modglguided waves. Dis-
persion curves of some composites can be obtained with dfiiware, but only
in the case of multilaminates, or one single fiber embeddex nmatrix. Another
commercial application is the software GUIGUW 2011 [1], @his based on the
semi-analytical formulation of the Finite Element Methdésigned for the analy-
sis of bars with arbitrary cross-sections. The calculatibwaveguide’s dispersion
curves in composite materials is limited to multilaminaad waveguides with only
one reinforcing fiber. This is because the complexity of thedgeometry is such that
results are very difficult to obtain through analytical nath. On the other hand, the
amount of works dealing with the discretization of such peats by means of the
Finite Element Method and other numerical techniques ig stm; this is because
the resulting numerical problem becomes almost impossibé®lve computation-
ally, due to the dimensions involved. In this work, a proptsaed on the modeling
of highly heterogeneous composite materials by an homagysnequivalent prob-
lem is developed in order to solve the complications justtieerd.

Among one of the most popular homogenization methods is siimptotic ho-
mogenization method. One of the most important works onttdpg has been de-
veloped by J. Bravo-Castillero, where they calculated ffectve coefficients of
thermo-electro-magneto-elastic multilaminated comgosiaterials [3]. It is also
important to stress the relevance of the work on laminatek by Cabanas, where
the influence of the polarization direction in a magnetateteelastic laminate, is
studied [4]. Furthermore, among some works on fibrous coitggmsve found that
J. Bravo-Castillero considered periodic composites wighese and hexagonal dis-
tributions [2]. R. Rodriguez-Ramos studied parallelogreetis by analytical and
numerical means, and their results are compared with tloedtieal results of [20].
A. Georgiades developed the homogenization of a smart ceitegoaterial with an
orthotropic grid-reinforced shell by using the Asymptddomogenization Method
. This work is inspired on a theorical study [5] and anothgrgyavhere some appli-
cations of this material are presented [8]. Moreover, D. Adjoizi developed
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a multi-scale asymptotic homogenization model for congotiermo-magneto-
electro-elastic materials [9], and a semi-analytical hgerozation method for ob-
taining the effective elastic coefficients on a fiber-typeposite material with im-
perfect contact, has been presented by J. A. Otero [17].

U. Gabbert links the Finite Element Method with the asyniptodbmogenization
method, in order to solve the inverse problem. He finds a re@aie distribution that
optimizes the desired macroscale properties for a givelicapipn [6]. Moreover, A.
L. Kalamkarov made a review on state of the art in homogeioizamhethods. They
perform a study, where the most convenient method is chasmnding to the case
being analyzed, and finally they also introduce new appreadm these methods
[11].

The feasibility of using an asymptotic homogenization rodtivill be tested, in
order to obtain dispersion curves in periodic compositeegaides, when a large
number of inclusions prevents the use of finite element nusthoa direct fashion.
A square cross sectional waveguide with a metallic compowsitrix reinforced
with periodically distributed cylindrical fibers, will beoosidered in this paper. The
symmetry axis of the fibers will be assumed to be parallel éoakial axis of the
waveguide, and the unit cell defining the cross section ottmposite material is
assumed to be square shaped. All this is shown schematicafygure 1.

0 XN
. se o__x-u___x -
N ey —
. /eeeew g °
A rrry
51 Neeeee@r
S reeer

Fig. 1: Square bar, cylindrical fiber square periodicalriistion and unitary cell.

The components are isotropic materials defined by the Rus&atio, Young
Modulus and volumetric mass density. In this work, a comjeasiaterial consisting
of an aluminum matrix with silicon carbide fibers, whose mujges are shown in
Table 1, will be considered.

The model used to study the mechanical waves within the gsidiescribed
in the next section, along with a symmetry study of displagenfunctions and
waveguide geometry. Group theory elements are used to gtadyaveguide’s sym-
metry, and a Semi-Analytical Finite Element Method whichuged to calculate
the dispersion curves will be introduced in section 3. Themstotic Homogeniza-
tion Method used to obtain the effective coefficients of theiealent homogeneous
material, will be described in section 4. Finally, the résaind conclusions are pre-
sented in sections 5 and 6, respectively.
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Table 1: Elastic constants for constituents, Silicon ael§5iC) and Aluminum (Al),
[23].

(SiC) (Al
Young Module (GPa) 450 70
Poisson’s ratio 0.17 0.3

Density (kg/n?) 3210 2700

2 Elastic Guided Waves Model

From Newton’s equations (1) and Hooke’s law (2)

00ij 2y;
au
Uij:CijkIa—X:(, (2)

the mechanical wave equation in the case of an homogenedasiaghaan be ob-
tained as 5 5
Uy Ui
Cijki (9Xj(9X| =p ot (3)

Wheregij, Gju andu; is the stress tensor, elastic tensor and displacementrvecto
components, respectively apds the volumetric mass density of the material.

Restricting the waves to a periodically composed waveguiile an isolated
outer boundarg and a contact boundary between fafesve have

02uy 02u;
. _ 4
Cijki (X) (9Xj[9X| P ot2 ( )
o'?uk
Cijki ﬁ_x|nJ =0 )
u = u| 6)
ou ou’
m “knd = of Zkp.
Cijki % ”J‘I_ Ciji % nj r’ (7)

wheremandf represent the volumes occupied by the matrix and inclusiespec-
tively
Ci?kl if xem 8
Cljk| (X) - Cijk| if X € f ’ ( )

andnj is the normal vector component ®and /. It's normal to S in isolated
boundary conditions (5) and normalfoin ideal contact conditions (6 - 7).
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This problem can be complicated, depending on the boundatyeaometry of
the inclusions. A finite element method is used to solve thas®of problems, and
in this case, the method is started from the formulation efintual work principle.

2.1 Symmetry Analysis

Assuming a time dependence for the solutions to the wavetiequ@) as

Uy = Uz (X1, %2, X3) exp(i (—wt)),
Up = Uy (X1,%2,X3) exp(i (—wt)), 9)
U3z = Ug (x1,X2,X3) exp(i (—wt)),

the wave equation can be written in expanded form as

c ﬁzul T ﬁZUZ I (92U3
1lllaX10X1 1122 dxlaxz dx10x3

02U2 ﬁzul 02U3 (92U1
+ Clzlz(aXZan_ 0X20X2 0X30X1 0X30X3)
= —PwZUL
o'?zul 02U3
022225 9% a + 2211(6xz0x1 ﬁxzdx3>

¥ Corro ( ﬁzul i 02U3 n (92U2 )

XmﬁX;L ﬁdeXQ 3X3(9X2 0X30X3
= —pwiiky, (10)

03333ﬂ+03311< oz + o >
0X30%3 0X30%y ~ 0X30%1

02U1 02U3 02U2 02U3 )
0X10X3 ﬁdexl ﬁdeXg dXzﬁXz
= —pw?ls.

+ 03113(

From (10) it can be seen that the parity of each displacemeelative to a given
componenk; wheni = j is different to that whem # j. Since the displacements
only depend orx; andxy, the solutions can be written in any of the following ways



104 Otero, Pérez-Alvarez, Hernandez, Rodriguez, Cabanas

Up = C1 (X1) S4(X2)

Torsional : ¢ Uz =S (X1)C5(X2) (11)
Uz = S3(X1) S6 (X2)
U = C1 (X1) Ca(X2)

Flexural X : ¢ Uz =S (X1)S5(%2) (12)
Uz = S3(X1) Cs (X2)
Up =S (X1) Sa (X2)

Flexural Y: ¢ Uz = C2(X1)Cs(X2) , (13)
Uz = C3(X1) S6 (X2)
Up = S1 (X1) Ca (X2)

Longitudinal : ¢ U = Cp (X1) S5 (X2) . (14)
U3 = C3(X1) Ce (X2)

Where these are the only four possible symmetry forms ofdhgisns. It is also
possible to associate each one of these solutions with atlaligal, flexural and
torsional oscillation modes as seen in (11 - 14). The ocage®f two symmetries
corresponding to flexural modes is also observed, one oX ¢hés (12) and another
on theY axis (13). For this reason they are identified as "Flexurahixd "Flexural
Y" respectively.

The symmetries that are present along the squared cragsrsetthe bar, can
be seen on Figure 2. Four reflection planes are presemtd one rotation axi€,
with a step ofr/2.

Fig. 2: Square bar cross-section symmetries.

Using group theory and the observed symmetries, it is plessibrealize that
the point group of the squared cross-sectio@4g The character table @,y is
presented below in Table 2 [13].

Using the projection operators obtained with the chardetae ofCy, it is pos-
sible to construct symmetry-adapted basis functions takng to irreducible rep-
resentations of the group. The projection operators cporading to the irreducible
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Table 2: Characters table Gfy,

C4V E 2C4 C2 20'\, 20'd

A1l 11 1 1
Al 11 1 -1
B, 1 -1 1 1 -1
B, 1 11 -1 1
E 2 0-2 0 O

representations are constructed as

Pa, = E4+Cs+C3+Co+ 0y + 0y + 0g + 0,

Pa, = E4+C4+C3+Co— 0y — 0, — 0y — 0,

Py, =E-C4—C3+Co+0y+0;— 0g — 0,
Ps,=E-C4—C3+Co— 0y — 0y + 0y +0y, (15)
Pl =E-Cy—o0y+a;,

P2=E-Cy+0y—o0y.

From which it is possible to obtain basis functions of theducible representations
of Cy4y as

AL U =X, Uy =Y, Uy, = X2+ ¥
Ariu=y, Uy = —X, Uz = Xy (X° — y?);
Bi:ux=X, Uy = —Y, U, = X2 —y?;
. 2. 2. (16)
Bo:ux=Y, Uy =X, U = Xy (X*+y?);
E:uc= {2y}, uy=xy, Uy =X;
© Uy = XY, uy =32y}, u =Y.

Using the projection operators, it is possible to find a vebssis for the square
plane oscillator and for each irreducible representaticthe group. It is possible
to obtain the separation of modes corresponding to theuanibte representation
by calculating the basis for these representations. Treradat modes are shown in
Figure 3, where the arrows ardindicate displacements along tK&' plane and?
axis respectively [15].

It is possible to compare the schematic representationehtdes, obtained
from the analysis of group theory, with the separation olgdifrom the wave func-
tions (11 - 14). The associations that will be shown, follownfi these compar-
isons. ModesA; andB; are obtained from the equations for longitudinal modes,
while modesA; andB; are obtained from the equations for torsional modes. Both
equations for flexural modes, Flexural X and Flexural Y, oegpto the same two-
dimensional representatidh It is possible to conclude that flexural modes are de-
generate; therefore, dispersion curves correspondifigegetmodes, are exactly the
same.
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Fig. 3: Schematization of the symmetry-adapted basis immdielonging to the
irreducible representations Gf,,

3 Semi-Analytical Finite Element Method

To obtain dispersion curves by the Semi-Analytical Finiterkent Method (SAFEM),
the cross-section must be divided by using two-dimensieleshents. Furthermore,
along the direction of propagation,the wave is described by the orthogonal func-
tion exp(i§z), where is the wave number. Taking an arbitrary element, the dis-
placement (17), strain (18), stress (19) and the exteraetiém vector (20) can be
written for any point(x,y,z) as

= (Ux Uy uz) , a7
— (& &y &2 Wz Vox Yy ) s (18)

— (O Gy G272 Oyz Oax Oy, (19)
t=(tx tytz) , (20)

the virtual work principle equation takes the form
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/5er;/&mev5/&%mv 21)
r \% \%

Where the superscrigt, represents the transpose of the corresponding matrix,
is the densitys Tepresents the second derivative with respect to tifpd/ is the
integral over the outer surface aifigdV is the volume integral of the element. The
left hand side corresponds to the work done by the exteraetiémt. The first and
second terms on the right hand side are the kinetic and pattenergy increments
respectively. Considering the harmonic wave, Eexjot), the displacement vector
at an arbitrary point (17) can be written as

u=N(xy)U! (2)exp(—iat), (22)

where thg3 x h)-matrixN (X,y) is the interpolation function and thredimensional
vectorU ! (2) is the j-th element nodes displacement. The varihighree times the
number of nodes in the element. Singé(z) depends only og, it can be rewritten
using the Fourier transform as follows

400 __.

Ul@=[ Ul (&) exp(i&z) dE. (23)

Taking a certain wavenumbér, the displacement vector of an arbitrary point
(22) within the j-th element is

u=N(x,y)Ulexp(iéz—iwt). (24)

Similarly, we find that the external traction vector at anitagy point can be written
in terms of a nodal external traction vector acting on thenelet as

t=N(xy) T exp(ifz—iwt). (25)

The deformation vector can be expressed in terms of theadispient vector in
the form

o a8 0
where
100 000 000
000 010 000
000 000 001
L=1o0o00|'"= o001 | 010 (27)
010 000 100
001 100 000

Substituting the displacement at the pdinty, z) within the j-th element (24) in
equation (26), we have

g=(By+i&By)Ulexp(ifz—iat), (28)
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where

By = LxNx+LyNy, By = LyN, (29)

HereNy andNy are thex andy partial derivatives of the interpolation functidh
respectively. Finally, depending on the deformation, thess vector is expressed as

o =cg, (30)

wherec is the elastic coefficient matrix of the element.
Substituting equations (24), (25), (28) and (30) in eque®i) and after regroup-
ing, we have

fl = (K{+ing+52Kg)Ji—w2MiJi, (31)

where

fi :/ NTNTIdr,
[_/

K] ://B{csldxdy,
yJX

K ://(BIch—Bchl) dxdy, (32)
yJx

K] ://B{cszdxdy,
yJX

M ://pNTNdxdy
y Jx

herel’ is the cross-section of the boundary. Performing calautatby numerical
integration for all elements and adding the results to commaxles, the following
is obtained _ _

f = (Ki+iéKo+ E2K3) U — w?MU. (33)

HereKj, Ky, Kz andM are (h x h)-matrices determined by the geometry, ani$
an h-dimensional vector of traction forces acting upon the sotleat results from
the boundary conditions. In this case, the varidbiepresents three times the total
number of nodes within the system. Considering: 0, we have that the square
roots of the system eigenvalues? (33) up to the n-th wave numbés, satisfy the
resonance conditions of the bar. The phase velocity of tthemede for a frequency
w, is given by
W
én
The model is scaled, so that every quantity is expressed itiptes of the funda-
mental constants of the problem. The fundamental scale fbar avith an arbitrary
cross section, when using SAFEM, is given by the crossaedfi the bar, the elas-
tic constants and density of the material. For this reasoapadinate transformation

A (34)
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in the XY plane is performed, in such a way that in the netvy’) coordinates, the
size of each side enclosing the cross-section of the bauial ég 1 instead oD, as
in the original(x,y) coordinates. Densities and elastic constants of the ¢oests
are scaled respectively by dividing over the matrix matelénsity and matrix con-
stantCya.

4 Asymptotic Homogenization Method

The Asymptotic Homogenization Method (AHM) with double Ecés based on
the introduction of two spatial coordinate systems. Fadboal coordinatey =
(y1,¥2,y3) defined over the periodic cell and slow or global coordinaXes
(x1,X%2,X%3) defined over the composite material. The relationship betwiteem is
given by X

Yi= Py (35)

wheree¢ is a small parameter obtained from the ratio between theackenistic
dimensions of the celland the characteristic dimensions of the matdriay

£= T (36)

An asymptotic expansion for the displacemantswith respect to the parameter
€ is proposed

ue = U () + eu (x,y) + 202 (xy) + -

=u2 () +eu (xy). (37)
In this framework, the non-zero terms are periodic with ezspoy and their peri-
odicity is determined by the cell length
Substituting equation (37) into Hooke’s law, equation ({@,0btain
2 (U 9+ (xy))

(9xh

Oij = Gijkh : (38)

Taking the corresponding derivative on equation (38) amictering thaulio) (x) =
uf<0> (x,y), the following is obtained

au (x, ™Y (x,
Oij:sn<qjkh< ), U ey ) (39)

0%n OYh

Whereoi(jn> will be defined as
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(n) (n+1)
" _ .. ou” | duy
0, = Cijkh (y)<axh + v | (40)
so the notation is simplified to
g = 6. (xy) +ea” (xy) + €207 (xy) +- -
- e“oi(jm (x,y). (41)

By substitution of the expressions that appear in equa8@h4nd (41) in New-
ton’s equation (1) and rearranging the terms in powels tfe following equations
are obtained.

Foreg! o
do—l] (va)

— =0, 42
9y; “2)

and fore® o "

dgi;” (xy) 90" (xY) 2O (x)
Applying the average operator
() = [ Gy (@)
Y] ’

on equation (43), and using the symmetryxﬁ‘) (x,¥), an homogenized expression
for Newton’s law is obtained as

96" () o2 (x)

o P (45)
wherep = (p (y)) is the effective density and
o (0= (o (xy))- (46)

As seen in equation (40), the expression appearing on equgtb), does not
depend only on the order of the approximations of the di&m‘mtuﬁo), but also

depends orm&l) (x,y). To obtain this expression explicitly and the desired ¢ffec
coefficients, the following function is proposed

au? (x)

i () = N (y) =g

(47)

Where theNK (y) factors are periodic functions which are called local fios.
Substituting equation (47) into equation (40) foe 0, the following expression is
obtained
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(0)

ou
Gi@ = |Gijkn (¥) + 7" (Y)} d—;h, (48)
wheret{ is the auxiliary function
INT (¥)
Kl — o Zn \JJ)
Tijj (y) Cijnh (Y) aYh : (49)

From equation (48)3i;, can be expressed explicitly and the effective coefficients
may be determined. This involves the solution of local peotd with the average
given by equation (48), under the condition appearing iratiqu (42); therefore

ot (y) ~ dCiji ()

= , 50
oy; 9y 0

and the effective coefficients can be calculated as
Cijkh = <Cijkh (y)+ 1" (Y)> : (51)

This way, the local problem is solved by using finite elemeattrods.

5 Results and Discussion

When performing a geometry analysis of the composite nafiéis easily seen that
the allowed volumetric fraction values in the case of cylical fibers is in the range
(0, 11/4). For this reason, the effective elastic coefficients areutated for the study
of composites with different volumetric fractions of sdit carbide (SiC), between
0.1 and 07. The effective coefficients are calculated from the edgstbperties given
in Table 1. By analyzing such properties, it is observedttatsotropic property of
the constituents is lost in the composite material, whidmalves as a material with
tetragonal symmetry. This feature is shown in Table 3.

A study of the symmetries obtained from (11 - 14) is perforrapc bar with a
volumetric fraction of 04, and the symmetries found are used in order to reduce the
calculation of the previously homogenized cross sectmone quarter of the total
surface. Dispersion curves for this bar are obtained witkgmmetry restrictions
and also by applying the (11 - 14) symmetries. The curvestaeis in Figure 4.

It can be seen that the application of these symmetries asoewieproduces all
calculated curves without any symmetry consideration.rédection to one quarter

of the original region is possible without any loss of inf@tion. The coincidence
between the curves obtained from the two symmetries of fi@xuodes, can be
observed. This proves that these modes are degeneratesamuktiravior is identical

as shown in Figure8? and ??. This resemblance can be explained since the bar
geometry is symmetrical about tlxe= y plane, and therefore it is invariant under
reflections about this plane. Using group theory also jestithe response of the
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Table 3: Elastic effective coefficient to different volumefractions of SiC.

VF C11 (GPa) Cio (GPa) Cis (GPa)

0.1 105.26273 43.624520 42.253506
0.2 118.79638 46.703185 44.428877
0.3 135.56290 49.549692 46.997188
0.4 156.54774 52.170120 50.088282
0.5 183.17175 54.809171 53.920259
0.6 217.69622 58.362678 58.906543
0.7 264.29845 65.430909 65.934650

VF Cs3 (GPa) Cas (GPa) Css (GPa)

0.1 132.12855 31.316891 30.325175
0.2 170.10660 36.494488 33.974813
0.3 208.18756 42.702496 38.123568
0.4 246.40543 50.342310 43.152588
0.5 284.81735 60.115917 49.736933
0.6 323.53157 73.404299 59.249799
0.7 362.78054 93.478412 75.390178

displacements given by equations (12) and (13) to modeseofvib-dimensional
representatioft, of Cyy.

A program with a SAFEM implementation was developed in Matlia order
to obtain the dispersion curves for a square bar with perioglindrical inclusions
by using a square distribution. The graphical user interiacshown in Figure 5,
and the implementation is based on the creation of a meshhigtter order ele-
ments, defined by eight-node quadrilaterals. Data for mesleilastic properties of
the materials, number of curves which are to be calculatdddasired wave num-
bers are entered by the user. It can plot, phase velocityeguéncy and frequency
vs. wavenumber curves, and data from the numerical sinonlsittan be saved for
later use.

A convergence study of the dispersion curves by increasiagimber of inclu-
sions is performed. The calculations are done by changmgitiount of inclusions
from 3x 3to 11x 11. The invariance of the bar geometry under reflectionstaheu
X =Yy plane is proven as well. For this reason, the curves of therf@&xmodes are
calculated in only one of the proposed symmetries for thesggas The dispersion
curves for different amounts of inclusions in the heter@gers material bar with a
volumetric fraction of 04, are shown in Figures 6 and 7. In Figure 6 the phase veloc-
ity vs. frequency curves are shown, and in Figure 7 the freques. wavenumber
curves are also illustrated. In both cases these curvedavenstogether with the
curves that correspond to the homogenized material. Theecgance to the ho-
mogenized material can be appreciated by increasing théauofiinclusions from
3x3tollx11.

Another way of checking the convergence is by calculatingimam relative
differences. These relative differences can be computegbith wave number as
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Fig. 4: Comparative graphics of dispersion curves for eachnsetry and those
calculated without any symmetry considerations.
) , (52)

cé cE  cé cé
ds = max fhe — fho Vhe ~ Vho
¢ fcf ’ VCE
ho ho
whered; is the relative difference associated with a wavenunghdfé andv®¢ are
the frequency and phase velocity respectively for an speatifivec with wavenum-
beré. The maximum of these differences may be obtained as

O = max (dg) (53)

Maximum relative differences are shown in Table 4 as peegmd, for different
symmetries and different inclusion numbers for volumetréctions of 04. The
convergence of the heterogeneous material curves to thedemized ones, can be
confirmed by a monotonic decrease of these differences.

The value of 4 was chosen, since it is the mean value on the interval oftdess
values for the volumetric fraction. After analyzing the eergence behavior for this
mean value it is necessary to study the behavior of the dispecurves near the
interval boundaries. This study is performed by using vatrin fractions of 01 and
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Fig. 5: Graphical Interface used to calculate dispersiomesifor a square bar with
periodic cylindric inclusions.

Table 4: Maximum relative difference between differentiulstons number curves
and homogenized curves for volumetric fraction 0.4.

Inclusion Longitudinal Torsional Flexural
3x3 15.67% 16.92% 15.60 %
5x5 8.86 % 8.94% 8.19%
X7 5.81% 6.46% 5.90%
9x9 3.72% 445% 3.65%

11x11 2.70% 312% 241%

0.7 as the lower and upper limits of the interval. For an easiergarison, the results
of these studies are shown in Table 5. From this table, it easypipreciated that in
both cases, the convergence is faster than gthed@umetric fraction case, shown in
Table 4. Furthermore, for an initial case ok3 inclusions, the values of maximum
relative differences increase with volumetric fractiomese the smaller and higher
difference corresponds to a volumetric fraction df @nd 07, respectively.
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Table 5: Maximum relative difference between curves witffiedént number of in-
clusions and homogenized material curves for volumetsctfons of 0.1 and 0.7.

VF=0.1

Inclusion Longitudinal Torsional Flexural
3x3 5.04 % 581% 7.25%
5x5 5.03 % 5.15% 4.03%
X7 3.50 % 2.03% 3.09%
9x9 251 % 190% 2.19%
11x11 1.91% 186% 1.86%

VF=0.7

Inclusion Longitudinal Torsional Flexural
3x3 19.85% 19.93% 19.84 %
5x5 6.61 % 6.72% 6.20%
X7 4.17 % 471% 4.23%
9x9 2.98 % 2.86% 2.39%
11x11 1.66 % 193% 191%

6 Conclusions

This chapter describes the finite elements method for dbtajpphase velocity and
frequency in squared waveguide bars with periodical cyload inclusions. A user
interface application for obtaining dispersion curvesiis study case is presented.
Effective properties of equivalent homogeneous materilobtained through the
Asymptotic Homogenization Method. The convergence of thioed curves by
increasing the number of inclusions in a composite compiaredrves that belong
to a homogeneous material is shown. It can guarantee thatf6x 10 inclusions
number, the maximum relative error being committed is lass t5% when calcu-
lated from the equivalent homogeneous material. A bar anvgsvsymmetries study
is performed allowing a problem size reduction to a bar witfuarter cross-section.
Furthermore, these symmetries analysis allows the obtenfiseparated curves by
the oscillation mode associated with each one.
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Generacion de minibandas en el coeficiente de
absorcion intrabanda en puntos cuanticos
esféricos multicapasGaAs/AlGa;_xAs

Karla Arely Rodriguez-Magdaleno

Abstract

The study of the intra-band absorption coefficient in maytr spherical quan-
tum pointsGaAs/AlGal — xAsis performed. The configuration of the quantum
dots is proposed by alternating layers of the semicondungterialsGaAsand
AlxGa;_xAs having a minimum of two layers and a maximum of four. The size
of the internal and external radii, the concentration ofrAlnum, x, as well as the
number of layers, are the parameters by which the behavitreo&bsorption co-
efficient is studied. Radial envelope wave functions andgnkevels are obtained
using Bessel and Neumann functions by imposing the bouratatymatching con-
ditions at each interface, using the effective mass appration and the hybrid
matrix method ) which efficiently resolves the numerical instabilitieatlappear
in multilayer systems. The calculation of the intra-bandaption coefficient for
the main transition (states &nd 1p) is calculated by means of Fermi's golden rule
under the dipolar approximation. Through the control of dkerlap of the absorp-
tion coefficients of a distribution of quantum dots with difént values ANaANof
the internal and external radii, as well as the number ofriagad the concentration
of Aluminum x, the formation of a miniband of the coefficient of absorptaan
be achieved. Our results show that when you have a diswibwati quantum dots
composed of two layers with different valueSMaANin the internal radius;, you
will obtain a better shaped miniband with a greater absongpectrum.

Se realiza el estudio del coeficiente de absorcién intradbanguntos cuanticos es-
féricos multicapa$saAs/AiGa;_xAs La configuracion de los puntos cuanticos se
propone alternando capas de los materiales semicondsGarssy AlyGa; _xAS
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teniendo un minimo de dos capas y un maximo de cuatro. El tanafos radios
internos y externos, la concentracion de Alumiri@si como el niUmero de capas,
son los parametros mediante los cuales se estudia el canpento del coeficiente
de absorcion. Las funciones de onda envolventes radiales piveles de energia
son obtenidos usando funciones de Bessel y Neumann imputmias condiciones
de fronteray empalme en cada interfaz, mediante la apraximae masa efectiva
y usando el método de la matriz hibridd)(que resuelve inestabilidades numéricas
que aparecen en los sistemas multicapas. El calculo decizo#é de absorcion
intrabanda entre la transicién principal (estady 1 p) se calcula por medio de la
regla de oro de Fermi bajo la aproximacion dipolar. A trav@drmslape de los coe-
ficientes de absorcion de una distribucidn de puntos cu@mntion distintos valores
de los radios internos y externos, asi como el nimero de gdaa®ncentracion de
Aluminio x, se propone la formacién de una minibanda del coeficientestaaon.
Los resultados muestran que cuando se tiene una distribdeifpuntos cuénticos
compuesto por dos capas con distintos valores en el radimint;, se tiene una
minibanda mejor formada y con un mayor espectro de absorcién

1 Introducciéon

En los Ultimos afios las técnicas experimentales han pdoniéi propuesta y
fabricacion de estructuras nanoscoépicas practicamenfiecpss. Estas estructuras
poseen o producen propiedades diversas e interesantestedp las que muestran
los materiales masivos, en particular, cuando se fabriganta de materiales semi-
conductores. En estos sistemas semiconductores, en fudeiGamafio y forma
de la nanoestructura, se tiene un mayor o menor confinamierdtotico. Desde
el punto de vista aplicado, la necesidad de buscar aparpta®®y electrénicos
mas confiables y eficientes, motiva el estudio, propuestagroalo de dispositivos
semiconductores que involucren confinamiento cuanticotibele estos sistemas
se encuentran: los pozos cuanticos, hilos cuanticos y puntanticos [1]. En los
puntos cuénticos hay un confinamiento en las tres direcgione

Es preciso mencionar que existen puntos cuanticos coésdids cuales son
particulas semiconductoras nanométricas suspendidamdase liquida [2] y pun-
tos cuanticos auto ensamblados [3], los cuales se produediante crecimiento
epitaxial y son los estudiados en este trabajo. El confingmien los puntos cuan-
ticos se debe a los potenciales electrostéticos (genepaaasdectrodos externos,
dopaje, tension, impurezas, etc.), asi como también a &epc@ de una interfaz
entre diferentes materiales semiconductores [4].

Los sistemas que contienen puntos cuanticos han sido mimsummo fotodec-
tores infrarojos [5], transistores de puntos cuanticod§skeres de puntos cuénticos
[7]y celdas solares [8].

Los puntos cuénticos multicapas son puntos cuanticos gae srayoria tienen
una simetria esférica. Consisten basicamente en un pusaticuesférico de algin
material semiconductor (que en este caso representa eldiarore o nacleo del
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punto cuantico) cubierto por otro material semicondusiendo éste cominmente
conocido comashell (capa, cascarén o coraza). Los semiconductores frecuente-
mente utilizados en estos puntos son compuestos 1I-VI, IY-MI-V, en donde

el primer grupo representa al core y el segundo al shell.iba@dion de las bandas

de conduccion y de valencia dependen de los gaps (brechagtoas prohibidas)

de los materiales semiconductores y dan lugar a dos tiposmtegpcuanticos, lla-
mados tipd y tipo Il. En la Figura 1 se muestra un punto cuantico compuesto por
dos capas; uno tipb(a) y otro tipoll (b).
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Fig. 1: Punto cuantico core-shell (a) Tipy (b) Tipoll

Actualmente, los puntos cuanticos core-multi-shell sandéados debido a que
muestran propiedades electrénicas y 6pticas muy intebessdfl estudio tedrico de
estos sistemas representa una propuesta interesantequar@a de las propiedades
Opticas, viéndose modificadas por la incorporacién de iewag donoras, apli-
cacion de campos eléctricos y magnéticos asi como diferpotenciales de confi-
namiento [1, 9, 10, 11] y asi mejorar el funcionamiento deliepositivos optoelec-
tronicos.



124 K. A. Rodriguez-Magdaleno

2 Metodologia

2.1 Aproximacion de masa efectiva

Usando la aproximacion de masa efectiva y el formalismo dedRaiel-Duke [12]
se tiene que la funcién de onda envolvente se determinaiag&fa ecuacion

h2 1
——0- [ —— ) 04+V(r)| Fa(r) =ER(r). 1
50 (s ) 0 VO] i =ERD) @

En este trabajo se esta considerando una simetria esfiateda cual el operador
O se escribe en coordenadas esféricas. Realizando |la sépatacvariables, para
la parte angular se tiene la conocida ecuacion diferencial

1 { 1 9 (Sineav(e,(p)>+ 1 9%Y(6,9)

Y(6,9) | sin6 96 90 sif  0¢?

cuya solucion son los llamados armonicos esfértds @) = Y,"(6, ¢).
Para la direccion radial, la ecuacién diferencial restdt@s

h? d 1 d\ (+DR
{_?a<nﬁ—(r)a> 2me(r)r?

siendoh la constante de Planck dividida entre, 2n tantan*(r) es la masa efectiva
del electrén -dependiente de la posicidfy, son los niveles de energia electrénicos,
Rn(r) representa las funciones de onda radiales. Los subinditgs ?” designan

al nimero cuantico principal y angular, respectivamertdeola parte, el potencial
de confinamient¥ (r) es

} =—((l+1), (2

+wﬂmm:mmm, @)

Vi, 0<r<n

V(r)={": (4)
Vi Mg <r<r
00 I > lipax

dondel = 2, 3y 4 yr; ., representa el radio externo del tltimo shell. Para losshell
de GaAs el valor del potencial de confinamiento es cero, mientras ara los
shells deAlyGa;_xAséste depende del band offset, el cual es, en este caso,

Vi = 0.6581.155 + 0.37x7] eV, (5)

aquix; representa la concentracién de Aluminio en la aleacionubaibn de onda
radial propuesta para cada regién est4 dada entonces por
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A jo(kar) r<r
Ru(M) =4 ()
' A Je(kir) +Bing(kir) ri—g <r <r;
0 F' >l

con ki = y/2m¢(Ep, —Vi)/R?, lo cual es también valido para el caisdl. Aqui,
je(kir) y ng(kir) son las funciones de Bessel y Neumann, respectivamenteJaBg]
todo esto, las funciones de frontera y empalme se puedebiesomo

Rue(ri-1—) = Rue(ri-1+), (7)
Ry(ri-a—) _ Ry(ri-at) ()
m(rica—)  me(rioa+)’

Rn(?(rimax) =0 (9)

dondeR,/m*(ri_1) es la derivada radial de la funcion de ongé(ri_;—) = m
andm*(ri_1+) = m". La masa efectiva como funcioén de la composicion de Al es
(14]

M = 0.067m -+ (0.0831p)x (10)

siendomy la masa del electrén en el vacio.

En los estudios de estos sistemas a capas surgen problernmes@bilidades
numeéricas, como el asi llamado proble@d. Para evitar este tipo de situaciones, se
recurre al uso de el método de la matriz hibrid (a matriz hibrida (r;,ri_1) que
relaciona las funciones de ondaradiales y su correspaed@ma diferencial en el
radio interno y externo de un solo shell puede ser expresadante la definicion
dada en lareferencia [15]

Rne(ri-1) Ry (fi-1)
U = H r-’ri7 . m*(ri, ) | (11)
| | 108

La matrizH(r;,ri_1) puede ser expresada en términos de las soluciones (LI)
je(kir) y ng(kir) considerando que la funcién de onda raéiales expresada como
una combinacion lineal de estas soluciones linealmentprdientes (ver Ec. (6)).
Después de un algebra sencilla los coeficieAtgsB; se eliminan, de forma tal que
la matriz hibrida se puede expresar como
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je(kiri—1) ne(kiri—1)
H(ri,ri-1) = [ ipkin) oy m(kin) 1
ki T ki o

ki) mkiniig) 1L
l“_ M KTy 1 . (12)
Je(kiri) — ng(kiri)

Para un dominio de barreray enerdias< Vi, se puede verificar queé(ri,r;) =
{{0,1},{1,0}} (el ancho del shell edr=0) y paraAr — oo, H(rj — oo,ri_1) =
{{H11,0},{0,H22} }, donde los bloques de mattt11 y H2» representan dos val-
ores finitos. Ambos resultados estan en acuerdo con la gevea de la matriz
hibrida estudiada en la Ref. ([15]) parakimomplejo.

Aplicando un algoritmo recursivo, la matriz hibrida toteluh apilamiento dm
capasHm1) = H(rmy1,11), se define en términos de la matriz hibrida total de las
primerasm— 1 capasH m_11) = H(rm,r1), y de la matriz hibrida de las m-ésima
capaH ) = H(rmy1,'m), COMo sigue

Hiym1 = Hiym-11) + Hizm-1.1) - Hiym) -

INV-Haym-11); (13)
Hiam1) = Hizm-1,1) - [14+Higm - Inv-
Hoom-11)] - Hizm); (14)
H21m1) = Hoym) - INV-Haym-1,1); (15)
H2om1) = Hazm) +Haym) - INV-Haom 11y -
H1om); (16)
-1
Inv = [1—Hapm-11)-Hiym)] - (7)
Para una heteroestructura compuestanpoapas se tiene
Rng(l’l) R:Vj(rl)
‘R/”ﬂ(rmu) =H(rmy1,r1) [ My | (18)
M (Fm1) Rue(rm1)

donde la matriH (rny1,r1) se determina usando el algoritmo recursivo mencionado
anteriormente. Asumiendg, 1 = rimax Y tomando en cuenta la condicién de fron-
teraR(rimax) = 0, se obtiene la siguiente ecuacion secular a partir de (18):

jy(Kara)

e je(kiry) =0. (19)

H11(rmy1,r1)ke

Esta ecuacion permite calcular los niveles de energia enngbpruantico esférico
multicapa.
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2.2 Coeficiente de absorcion

El Hamiltoniano que describe la interaccion de electronfesones esta dado por

1
H=_—(p+eA)?+V(r). 20
o (P +eA)T+V(r) (20)
La absorcion se define cualitativamente como

R(hw)
o(hw) = ——= 21
donde
R(ﬁw): Numero de fotones absorbidos por unidad de volumen y poptiem

N (ﬁw): Numero de fotones incidentes por unidad de area y por tiempo.

Siendo () — nrcsowAé 22
- 2hw
y
R(hw) = Wy — W, (23)
Usando la regla de oro de Fermi se tiene que
2 2 2
Wf._vggﬁmm S(Ef — Ei — o) fi(1— fy) (24)
y
Wi =25 S 20| [25(E; — B — Fw) fr(1— ) (25)
=y %Zf £ |Hit f—Ei f i),

por lo tanto la tasa de absorcién neta sera
2 2m 2
R(ﬁw) =W — Wit = \7 % Z F|Hif| 5(Ef -E- ﬁw)(ff - fi) (26)
i K

y el coeficiente de absorcion

a(hw) = ( e’

7nrcgomzw> \E, Z e pif |8 (Es (k) — Ei(k) — o) (fi — fr)l,  (27)

el cual dependera de los elementos matriciales inter doiarda.
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2.3 Coeficiente de absorcion intrabanda

Suponiendo que se quiere calcular el coeficiente de absoirtiabanda tal que
solo se tiene el término

(fle-pli) = S /dv Fr(r)e-p R (r), (28)

conSyi = ¢ [dv u; (r)ui(r).
Sipsi = imwry, por lo tanto para el coeficiente de absorcién se tiene

Te? 2 _ )
)~ (rgmos ) & I (me)ra 0800 ~E 00—, @9)
tal que en términos del momento dipolar esta dado por
(w2 2 e
o) - (rreg: ) § 3 e tPOE W -EW —Fw).  (30)

conusi=(f|erli). Cuando se considera un tiempo de relajacion, la fungipnede
ser remplazada por una funcién Lorentziana con un ahcho

r
2m(Ef — B — hw)2 — (%)
por lo tanto la férmula general para el coeficiente de ab&oriotrabanda es

nwe?\ 2 ) r
\_/Z|e‘rfi| 2
nrceo 2m(Es — Ei — hw)2 — (5)

O0(Ef —E —hw) —

5, (31)

a(hw) =

(32)

2.3.1 Coeficiente de absorcion intrabanda en un punto cuard esférico

Las funciones de onda envolventes para un punto cuantiédaséstan dadas por

Fr(r) = Fog.epm (1) = Y, (8,8)Rag, (1) (33)
Fl(r) = Fni,fi.m (r) = Y[rin (97 ¢)Rni€i (r)7 (34)

sutituyendo er{f|e-r|i) se tiene
(fle-rli) :/Y[Tf*(e,qb)R,’;fo(r)(e-r)Y['i"(9,¢)Rnigi(r)rzsin9drd9d(p. (35)

Suponiendo una polarizacion grel elementde- r ¢j| seré
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(te- rli) = [V (8,9)Rw s, (1)) Tt BV (8,9)
Ry, (1)r?sin(6)drd6dg. (36)

con las reglas de seleccidm=0, A/=+1y Am=0, £1.

3 Resultados

En esta seccién se presentan los resultados obtenidodaldbadel coeficiente de
absorcién entre los estadosyllp y la generacion de una minibanda para un punto
cuantico esférico compuesto por dos, tres y cuatro capassdedteriales semicon-
ductoresGaAs AlGaAsen funcion del tamafio de los radios internos y externos, asi
como de la concentracién de aluminio, tal y con la configdrague se muestra en

la Figura 2. Se considera=0 y I' =5 meV.

| | Gads
[l A Ga, As

et

(c)

Fig. 2: Representacion esquematica de un punto cuantiécastompuesto por
(a) dos capas, (b) tres capas y (c) cuatro capas.

En la Figura 3 se presenta el coeficiente de absorcion paranto puantico
compuesto por dos capas para distintos valoreg,dd radio externo se fija en 30
nmy la concentracién d&l esx=0.2. Los valores de; que se toman en cuenta son
de 7 a 25 nm. Se puede observar como es que conformealincrementando, el
coeficiente de absorciéon va experimentando un corrimiest@lel lado izquierdo,
o bien una disminucién de la diferencia de energia de laitiénsls — 1p, esto
ocurre debido a que la region de la primera capa aumenta yopganto el valor
de los niveles de energia diminuye. La linea sélida grisespnta la suma de los
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coeficientes que corresponden a7nm-25 nm, esto con la finalidad de generar una
minibanda en el coeficiente de absorcién, considerandasgien® una distribucion
de 18 puntos cuanticos con los valoresrgenencionados anteriormente. En este
caso se tiene un espectro de absorcion con un rango de edergia 70 meV. La
mayor intensidad del espectro de absorcidn correspondagbrdel radio interno
r{1=10-20 nm.

11
1 r=7nm =-—-r=17nm
10__ r=8nm —-—-r=18nm
04 r=9nm —-—-r=19nm
—_ 8_' r=10nm —-—-r=20 nm
—-E J r=11nm r=21 nm
- 71 - = -r=12nm ---- r=22nm
2 6- = =-r=13nm ---- r=23nm
:: 5_' == -r=l4nm ---- r=24nm
< J == -r=15nm ---- r=25nm
=
=1 4 r=16nm
3_- —— Distribucion de 7 a 25 nm

ho (meV)

Fig. 3: Coeficiente de absorcién como funciérhdepara distintos valores de, el

radio externa, es fijo en 30 nmy la concentracion 8kpara la capa dalyGa;_xAs

esx = 0.2. La linea gris corresponde a la minibanda del coeficient@bdercion
considerando una distribucién gaussiana;den 16 nm.

En la Figura 4 se presentan los mismos calculos del coefcmtabsorcion
que en la Fig. 3, sin embargo, la linea en color guinda reptada suma de los
coeficientes de absorcion considerando una distribucidassigna, tomando como
promedior;=16 nm con una desviacion estandarate5.62731 nm. Se observa
como es que esta distribucion genera una minibanda muchpewpefia que la
reportada en la Fig. 3, ademas de tener menos intensidadrobagsta de este
mecanismo para generar la minibanda es considerar la sigpafel radio interior
en el crecimiento experimental del sistema, mientras quia &ig. 3 los puntos
cuénticos esféricos deben ser crecidos con diferentegitanukel radio interior, de
manera tal que la minibanda sea mas ancha.

En la Figura 5 se presenta el coeficiente de absorcion y larggte de una
minibanda para un punto cuantico esférico core-shalAs Alp ,Gag sAs El radio
interior se fija a1=10, 15y 20 nm y el radio externg, se hace cada vez mas an-
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11
10_ r=7nm =-—-r=17nm
E r=8nm —-—-r=18nm
9__ r=9nm —-—-r=19nm
~— 8- r=10nm —-—-r=20 nm
£ 7_- r=11nm r=21 nm
"’c 6 = =-r=12nm ----r=22nm
= 7 - —-r=13nm ---- r=23nm
~ 54 == -r=l4nm ---- r=24nm
< |
= 4] == -r=15nm ---- r=25nm
B/ r=16 nm
b 1
34 — Distribucion gaussiana de r,
2 .
1 .
0 -

ho (meV)

Fig. 4: Coeficiente de absorcién como funciérhdepara distintos valores de, el

radio externa, es fijo en 30 nmy la concentracion 8kpara la capa dalyGa;_xAs

esx = 0.2. La linea guinda corresponde a la suma de los coeficientglsstecion
considerando una distribucién gaussiana;den 16 nm.

cho. Las lineas solidas representan el casq=#0 nm, las lineas discontinuas son
parar;=15 nm y finalmente las lineas punteadas pgr&0 nm. En esta Figura se
observa que cuando el radio intemoes fijo y el radio externo, aumenta, la in-
tensidad del pico de resonancia del coeficiente de absat@ninuye, esto ocurre
debido a que en la ecuacion (32) se tiene el factat diendoV el volumen del
sistema que depende del radio exterpoentonces si este parametro aumenta la
intensidad del coeficiente de absorcion disminuye. A simg, la posicién del
pico resonante no se mueve. Sin embargo, si comparamosfiieoie de absor-
cion para cada radio interno, el pico de resonancia expatane desplazamiento
hacia el rojo como se muestra en la Figura 3. La linea grisponde a la mini-
banda del coeficiente de absorcion donde se suman los cotcae absorcion de
una distribucién de puntos con distinto valor del radio mde,. El espectro de la
minibanda se encuentra en el rango de 5-45 meV con una idéehsias alta en la
distribucion donde los valores del radio interno son dedalder de 10 nm.

La Figura 6 contiene los célculos para el coeficiente de alisode un punto
cuantico core/shelbaAg AlyGa;_xAs aqui se consideran tres concentraciones de
aluminio en la region d&l,Ga; xAs (0.1, 0.15y 0.2) y tres valores diferentes del
radio interno (10, 15y 20 nm), el radio externo se fija a 30 nnoeos los casos.
La masa del electrén en ebre esmgaas = 0.06%1g y las masas en el shell para
x=0.1, 0.15y 0.2, son 0.0758;, 0.0794my, 0.0836my, respectivamente. Cuando
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#,=100m, 7 =1Sam = = = =15 nm, r,=35 nm

VI:I() nm, r,=20 nm /‘1215 nm, =40 nm

VI:I() nm, r=25nm —°—" r’:2() nm 7,=25 nm

7,=10nm, =30 nm = =" r,=20 nm, r,=30 nm
r,~10nm, =35 nm = =" =20 nm, r,=35 nm

VI:IS nm, 7 =20nm  — =" rl:Z(J nm, r3:40 nm

24---

VI:IS nm, ;=25 nm r,ZZ() nm, r2:45 nm

7,715 nm, 7,230 nm

r, distribucion

a() (10 m™)

Fig. 5: Coeficiente de absorcién como funciérhdepara distintos valores de, el
radio externa, tiene valores de 10, 15y 20 nm, la concentraciéAldgara la capa
deAlkGa; _yAsesx = 0.2. La linea gris representa la minibanda del coeficiente de
absorcion.

r1=10 nmy el valor dex aumenta, el pico de resonancia del coeficiente de absorcion
cambia a energias mayores o bien, experimenta un corrionéretizul, porque la
diferencia de energia de transicion aumenta. Para el cageti® nm yr;=20 nm

se tiene el mismo comportamiento. Sin embargo, si compaa&incoeficiente de
absorcién entre los valores del radio interior, se expartean corrimiento hacia

el rojo al igual que en el caso de la Figura 3.

En la Fig. 7 se presentan los resultados del coeficiente decidns de un punto
cuantico esférico compuesto por tres capas del sistears/AlyGa;_xAs/GaAs
tal como el de la Fig. 2(b), con distintos valores del radierimor; y de la segunda
capary —ry, siendor3=30 nm y con una concentraci@n0.2. Se puede ver como
es que conforme aumenta el valormdey r, —rq, la intensidad del pico de absor-
cion va dismuyendo, esto ocurre debido a que hay un mengoasulanto entre
las funciones de onda radiales de los estados 1lp. También se puede observar
como es que el pico de resonancia experimenta un corriniigtia el azul ya que
la diferencia de energia de la transicion va aumentando.id.a7fb) representa
la minibanda generada por el solapamiento de los coefisielgabsorcion intra-
banda de la distribucién de puntos con las configuracioreseptadas en la 7(a).
Esta minibanda presenta un aumento en la intensidad detieoedi de absorcion
en comparacion del que tiene una mayor intensidad en la Figlemas el espectro
de esta minibanda se encuentra en la regién de 0 a 30 meV.
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4 x=0.1, 7;=10 nm
x=0.15, r;=10 nm
x=0.2, 7;=10 nm

""-\ 3_ = = = x=0.1,r;=15nm
IE - _x=0.15,r1=l5 nm
mg 'h :I.'l" = = = x=02,r/=15nm
= 27 it l|'s —-—--2=0.1, 7;=20 nm
B RN ST
2 [ x=0.15, ;=20 nm
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Fig. 6: Coeficiente de absorcién como funciérhdepara distintos valores de el
radio externa; tiene valores de 10, 15y 20 nmr3=30 nm.

El célculo del coeficiente de absorcion para un punto cuaestérico del tipo
GaAyAlkGa;_yAs/GaAg AlyGa;_yAs compuesto por cuatro capas (Fig. 2(c)) con
distintos valores dey, ro —r1 y r3, se muestra en la Fig. 8. El radio extemdiene
un valor de 30 nm, mientras que la concentraciomtles 0.2. Las lineas solidas
negra, azul y roja representan los casos del coeficiente stecan de un punto
cuantico de1=5, 10 y 15 nm, respectivamente, con-r;=2 nm yrz — r,=5 nm.
Se obtiene que conforme el radio intennoaumenta de 5 nm a 10 nm el pico de
resonancia tiene un corrimiento hacia el azul, pero cuancieienta de 10 a 15
nm ocurre lo contrario, es decir, hay un corrimiento haciajel, esto se debe a que
la energia de transicion primeramente experimenta un aonyeposteriormente
decrece. La intensidad del coeficiente también se ve afedmda misma manera
debido a que primeramente hay una disminucion en el traslajes funciones de
onda radiales y posteriormente éste aumenta. Las linedaséerde y rosa y la
linea segmentada negra corresponden-ar;=4, 6 y 8 nm, respectivamente, con
ri=5 nm,r3 —r,=5 nm. Los picos de resonancia tienen un corrimiento hacie|
debido a que la energia de transicion disminuye, la intadsitel coeficiente de
absorcién primeramente aumenta y posteriormente disrairkigalmente, se tiene
un corrimiento en el pico de resonancia hacia el rojo y un auionen la intensidad
cuando el ancho; —r, se modifica (7.5 nm-linea azul segmentada, 10 nm-linea roja
segmentada y 15 nm-linea verde segmentada) dejandeshonm yr, — r;=2 nm.
La Fig. 8(b) representa la minibanda del coeficiente de alisointrabanda como
resultado del solapamiento de los coeficientes de absateitandistribucion de pun-
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I . —-=r=5nm,r-r=2nm
16 !\ =-=r=5nm,rr=4nm
14_' ! \‘ —-=r=5nm,7,7=6nm
—_ | ,' \. = = =10 nm, r,-»,=2 nm
IE 12_ .l ‘, = = r=10nm, r,-r =4 nm
k= 104 ! | = = r=10nm, r,-,=6 nm
= 2
: 4 ,l ‘, r/=15 nm, rz-r]=2 nm
g 8__ ‘Il'\ “ =15 nm, r,-r, =4 nm
3 6 I!'i .‘. \‘\ —— r=15 nm, r,-r =6 nm
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Fig. 7: (a) Coeficiente de absorcion como funciénhde para un punto cuantico
compuesto por tres cap@aAg AlyGas_xAs/ GaAs(Fig. 2 (b)) con distintos valores
dery yra—ryyrsfijo en 30 nm, la concentracion dé esx = 0.2. (b) Minibanda
del coeficiente de absorcion intrabanda.

tos cuanticos presentados en la Fig. 8, esta minibandapadaemayor intensidad
del espectro en 23.28.0* m~ con un rango energético de 2 a 40 meV.
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Fig. 8: (a) Coeficiente de absorcion como funciénhde para un punto cuantico
compuesto por cuatro cap@aAy AlxGay _xAs/GaAs AlyGa;_xAs (Fig. 2 (c)) con
distintos valores dey, r, —r1 y r3, conry fijo en 30 nm, la concentracion dd es
x=0.2. (b) Minibanda del coeficiente de absorcion intrabanda.

4 Conclusiones

Para un punto cuantico esférico compuesto por dos capasis®ajue, al variar el
ancho de la primer capa de 7 a 25 nm, la intensidad del coeficiente no se ve afec-
tada significativamente, no asi el pico de resonancia, ¢tieme un corrimiento a
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energias menores o bien un corrimiento hacia el rojo (lo miscurre al cambiar la
concentracion de aluminio). La minibanda formada por eistailolicion de puntos
con losry correspondientes, nos da un espectro en la absorcién de BiaV@on
una mayor intensidad en los puntos cuanticos que tienen da 10 a 15 nm. Al
considerar una distribucion Gaussiana en el tamafig,da minibanda generada
tiene menor espectro que la anterior. Si el radio extesres el que se modifica, la
intensidad de los coeficientes de absorcion experimentaisnanucion debido a
que el volumen del punto cuantico aumenta, de igual formaihébanda presenta
incrementos y disminuciones en su intensidad.

Para un punto cuantico compuesto por tres capas, con unardoaion dél de
0.2 y aumento en el ancho en la primen (y segundarg —r1) capa, se obtiene que
los picos de resonancia del coeficiente de absorcion tiesreimientos hacia el azul
y hacia el rojo, asi como disminucién y aumento en la intextsae la absorcion. La
minibanda obtenida con la distribucién de puntos cuantéemsenta su intensidad
respecto de la obtenida en el punto cuantico de dos capasnbiargo, su espectro
de absorcion es energéticamente menor.

Al aumentar el nimero de capas a cuatro y al cambiar los \eadtmg, ro —r1 y
rs —rp, los coeficientes de absorcion presentan corrimientos leheojo y al azul
asi como cambio en la intensidad conforme el ancho de las ¢agp@menta, por
lo tanto la minibanda generada por este sistema presentsiasaen la intensidad
bastante significativos.

Como conclusion principal de este trabajo, si lo que se guesrgenerar mini-
bandas de absorcién con mayor rango energético, se dehdamansener una dis-
tribucion de puntos cuanticos compuestos por dos capasseundles el radio; se
debe modificar.
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Unitaridad y Simetria de la Matriz de
Dispersion Multicomponente

L. Diago-Cisnero’?, J. J. Flores-Goddy H. Rodriguez-CoppolaG.
Fernandez-Anayeand A. Mendoza-Alvarez

Resumen

Este capitulo esta dedicado al estudio del problema dedpoate cuantico sin-
crénico de huecos en sistemas fisi€2D multibanda-multicanal, en el contexto
de la matriz de dispersion (SM), en sistemas descritos paisteama deN ecua-
ciones diferenciales parciales de segundo orden y lineal.dalculos previos, se
han basado en el empleo del modelo de Kohn-Luttinger, qusidera solamente
las dos bandas de valencia mas altas energéticamente. Egsehie trabajo, ex-
tendemos un modelo precedente, generalizandolo al ca@é dé&l) componentes
mezcladas (parBl > 2) y demostramos que se recuperan las propiedades usuales
de unitariedad de la SM. Predecimos que nuestro modelo el vélialquiera sea
el modelo fisico que se emplee para describir el sistemapisan cuestién, en el
marco de la aproximacion de la funcién envolvente. Se esperal nuevo enfoque,
sea aplicable tal cual como lo proponemos o con algunaddoramsciones ligeras.

In this chapter we present the development of a theoretrogbualure for describ-
ing several properties of the synchronous hole tunnelingay the analysis of the
unitarity and the analytic properties of the scatteringrirg&M) in problems well
described with a system of second order differential equatwith a first derivative
term included, have been reviewed. In this work we geneaxaiprior approach by
extending it to the problem ¢N x N) mixed components (withl > 2) in the frame-
work of the envelope function approximation, and have destrated that standard
unitary properties of the SM are recovered when we use a b&fiactions ortonor-
malized in both the configuration (which is the usual one) tredspinorial space.
We predict that the present approach is valid for differéntllof physical systems
within the framework of the envelope function approximatiaith small transfor-
mations if any.
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1 Introduccién

Este capitulo esta dedicado al estudio del problema dedgoate cuantico
de huecos en sistemas fisicos cuasi-bi-dimensionQRI3) multibanda-multicanal.
No obstante, los célculos que se han hecho se han basado replebedel mod-
elo de Kohn-Littinger, que considera solamente las dosdsadd valencia (BV)
mas altas energéticamente y por ello se hablara de formasybares de empleo
en esta descripcién. Es importante decir que muchos momidetalesarrollo de
los argumentos del modelo que se describiran en este aapi¢ulen valor general,
cualquiera sea el modelo fisico que se emplee para desefibistema de capas
mostrado en la Figura 1. En cualquier modelo de la aproxipmeaé la funcion en-
volvente (EFAEnvelope Function Approximationen inglés) regido por un sistema
de ecuaciones diferenciales como el planteado en (1), secegpe sea aplicable el
nuevo enfoque tal cual como lo proponemos o con sélo alguaasformaciones.

Fig. 1: Esquema en perspectivB;3e la heteroestructura a capas con intercaras
perfectas, en ausencia de campos externos y tensioness Ertiemos, se repre-
sentan reservorios infinitos de huecos, que actian comoaes fuente-sumidero
(cubos verdes), Asumiremos un acoplamiento pseudo-mdiditms electrodos a las
capas dopadas Left(L)-Right(R), basadaszas(cubos amarillos). Se han colo-
cado capas alternas (cubos azules), que se comportan cepgosdires. Debido a
su presencia predominante en el presente modelo, hemgadbhuna red cubica
inter-penetrada, centrada en las caras, del tipo blendindeE flujo incidente-
emergente de huecos pesados (lineas rojas), viaja derdgai€lerecha, del mismo
modo que el flujo de huecos ligeros (lineas azules) a través ligteroestructura.
En la representacion ¢44) del momento angular, consideraremos como simultanea-
mente accessible los siguientes canalasall: hh, 3/, canal2: lh_y 5, canal3:

Ih, 12,y canal4: hh_z/.
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Los procesos de transporte de electrones y de huecos adeliégeroestructuras
semiconductoras son aspectos importantes en la FisicasthdESo6lido. En com-
paracion con los electrones, los huecos han sido mucho nestiwdiados debido
en parte a las complejidades mateméaticas de los modelosn&iargo, es impor-
tante la caracterizacion completa del movimiento de estasigarticulas a través
de heteroestructuras semiconductoras, ya que en los ilispespto-electrénicos
donde estén involucrados electrones y huecos, el tiempespeiesta estara deter-
minado por los ultimos producto de su mayor masa efectivicidwualmente, ha
sido mostrado en experimentos con superredeSadss— AlAsque cuando la BV
esta en resonancia y la banda de conduccién (BC) no lo estinedaje de huecos
ocurre mas rapido que el de electrones a pesar de la difaremice las masas [1].

Layer:Qw
Layer:QB
L " R

I
ik, S Ih o Ry i

% T~y ~—
i B hh | || e s Ny
4™~ ~| | | W e i o

2L 21 2223 ZR

| cell

Fig. 2: Representacion esquematica del proceso de traaspamtico de huecos
pesadoshh) y huecos ligeroslf) a través de una superred GaAselectrodol)
I{AlAs/GaAs"/ GaAselectrodoR), en ausencia de campos externos o esfuerzos.
La capa de5aAs constituye un pozo cuantico (QW) para los huecos, miequas

la capa dALAS se comporta como una barrera cuantica (QB). La flecha hgko
punteada, representa una ruta directa para los huecosa ttavQB, mientras que

la flecha oblicua continua, simboliza las rutas cruzadaeelesencia estandarizada
paralos fendmenos de dispersion, es la ampliamente acegetdd(cell, en inglés),
cuya longuitud; = z3—2z = Lw+Ly, [vealaFig.1], ha sido sefialada explicitamente.

Los modelos actuales de flujo uni-componente para la des@nigel transporte
cuantico en flujos reales mezclados y multi-componente3, [2, 6, 7] son insufi-
cientes, producto que en tales tratamientos se pierde gatteinformacion fisica
del proceso de dispersién. Nosotros hemos propuesto uguenfdternativo, en el
que todos los modos propagantes son tomados en cuenta decoledtivo y si-
multaned, por consiguiente el caracter multi-componente (multiatgde la trans-

1 Aquiy en lo adelante, por simultanee entendera que Idsmodos acoplados que se propagan
a través del sistema@pexistencon valores iniciales no nulos y por consiguiente lbsanales
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mision sincronica de amplitudes se describe de un modoalakm nuestra aprox-
imacion se combinan el formalismo de la matriz de transf@ee(TM: Transfer
Matrix, en inglés) y la matriz de dispersién (SBcattering Matrixen inglés) multi-
componenteN > 2). La hemos denominado aproximacion dispersiva multiesmp
nente MSA: Multicomponent Scattering Approadm inglés) multi-componente
[8, 9] y la presentamos a continuacién. Muchos procesafigiueden ser vistos
como problemas de dispersién. Uno de los enfoques usuakddastudiar tales
problemas y los observables fisicos correspondienteginigs de los elementos
de la SM, que relaciona la onda entrante con la onda saliente.

Este capitulo, se dedica al estudio de varias propiedadies®M, como resul-
tado del cual hemos alcanzado contribuciones novedosds 8pgo de la teoria
de dispersion, dentro de la aproximacion de masa efectil-bainda (EFA). Es
bien conocido que la SM es unitaria en la teoria del casoréldco en el marco
de la aproximacion de masa efectiva a una banda (EEffective Mass Approx-
imation en inglés). Sin embargo, cuando el problema es descritapaistema
diferencial como (1), entonces el cumplimiento de esta iapde propiedad no es
una tarea trivial. Como veremos mas adelante, las propésddel la base para la
expansion lineal de las soluciones linealmente indepatei€LI), juegan un papel
decisivo en la obtencién de la unitaridad de la SM. En ladiiena especializada, la
mayoria de los autores de trabajos en diversos probleniessfizara los sistemas
multi-bandas [2, 3, 5, 4, 6, 10], se han limitado a exigir guedse de funciones sea
ortonormal en el espacio de configuracién, complementanddgeinos casos con
otros recursos numéricos. No obstante los innegablessmetesos investigadores,
tal tratamiento puede resultar insuficiente en ciertosscdsanterés, por ejemplo:
el transporte cuéntico de huecos pesatibyy huecos ligerosl) a través de una
heteroestructura.

La primera llamada de atencion sobre este relevante preblem realizada en
1995 por Sanchez y Proetto [7], quienes reconsiderarorraafgue tiene la uni-
taridad deS para un caso particular del modelo Hohn-Luttinger (KR)x 2). Este
es un tema actual y sutil, cuyo tratamiento ha requerido gpersmos notables di-
ficultades con el objetivo de estudiar la unitaridad de la 8Mrmeproblema general
EFAy en particular en el modelo KL.

Consideremos un problema descrito por un sistema de ecacitiferenciales
ordinarias, lineales, acopladas y de segundo orden con doEsaecuaciones. La
ecuacion de autovalores para un sistema multi-component&mmetria traslacional
en el plano transversék,y], se puede escribir en la forma del sistema matricial
diferencial siguiente [11]:

d B(). dF(2)

dF(2)
dz @ dz

dz

+P(2)-F(2)|+Y(2)- +W(2)-F(2) = Oy,

1)

de la estructura a capas, son fisicamente accesiblesisinoa todas las energias del flujo de
portadores incidentes. El sincronismo en nuestra apraxémano debe confundirse entonces, con
simultaneidad temporal ya que tratamos un problema estwin
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dondeB(z),P(2),Y(2) y W(z) cumplen con:

B2)"=B(2 (2)

Y(z) = —P(2) ©)
P2)" = +P(2) (4)
W)t =W(z) =V(2) - El, (5)

y ademas todas las matrices tienen dimenéér N). Aquiy en lo adelant®, /I,
representala matriz nula/identidad de orbleiRepresentaremos cétiz), el campo
bajo estudio: funcién de onda envolvente de estados de Suomor(z) tieneN
componentes nos referiremos a esta magnitud comeeator, queda entendido
que no es un vector en el sentido que lo es el vector de posiclénvelocidadv,
caracterizados por la manera en que cambian ante una traasion ortogonal de
las coordenadas. La denominacion de vector aqui se usa entielcsde que tiene
N componentes y porque Fz) es un vectoen el espacio vectorial funcional.

Al examinar (1) resalta la forma lineal asociada a esterast@os referimos a
[11]

dF(2)
dz

A(z) =B(2)- +P(2)-F(2). (6)
SiB(2), P(2), Y(2) y W(z) tienen las propiedades exigidas en (2), el operader

joint (conjugado hermitico), tiene la mismegla para operar que el operador orig-

inal. Su hermiticidadformal o no, dependera entonces de las condiciones de con-

torno que cumple el operador y adjoint Matematicamente hablando esta forma

lineal juega un papel muy relevante; como veremos mas adedana subseccion

4.2 e implica sin mas la continuidad #¢z) para todaz. Asimismo, también juega

un papel central en el esquema conocido c8artace Green Function Meth¢i2].

2 Tunelaje de flujos

Despues del breve recorrido descriptivo por algunas dertzsqrlades basi-
cas de la SM que se mostr6 en la Sec.1, pasamos ahora al asuatria: el es-
tudio de la unitaridad de la matr para los sistemas descritos por modelos que
involucran varias bandas. Vamos a partir de una expresidocita para la densi-
dad de corriente del flujo de probabilidades [13, 14] cowadente a la ecuacién
de movimiento (1)

i@=-1[Aa"F@-F@"AQD], (7)

gue puede modificarse, usando convenientemente (100)né&s@ara cualquier
puntoztendremos
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i=-iQ™J.Q, (8)

Oy — Iy
‘]—’ Iy O

Es dtil enfatizar que en el modelo K2 x 2), dondeP(z) es anti-hermitica, la
férmula (7) se reduce a [15]

i(2 =2Imm[F(2)'"B(2)F (2)] - 2F (2'P(2)'F(2). 9)

mientras que en otro caso interesante como la ecuacion dédsuder del caso 1-D
conN =1y para los sistemas-3D multi-canal [16, 17, 18], se reduce a la conocida
expresién

i2=F@'F@'-F@"F@.

N 2 % our
our *V “® N
1 Y R
4 F

Fig. 3: Esquema general de dispersion del sistema bajoieskmire las capas L
Yy R puede haber una simple intercara —o sea, L y R empalmadaainente—, o
cualquier estructura intermedia [11].

Las relaciones (7) y (8) son validas para sistema demponentes acopladas,
descritos por la EFA. A partir de (107) se logra escribir

=i(ed) 3 (0a)
——ia".Q’™J.g-a.

Xy Xy
X_y X__

j=—iat-x-a. (10)

(1x2N)(2Nx2N) (2N x 1)

Definimos: X =Q".J .Q= H H , entonces,
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Sea:
ad, = coeficientes de las soluciones LI que se propagan de izgquéedérecha.
a_ = coeficientes de las soluciones LI que se propagan de derénipaierda.
L = region a la izquierda del sistema dispersor (barrera).
R = regién a la derecha del sistema dispersor (barrera).

Definimos en las regiondsy R[vea la Figura 3]

a,
a

a

a:H a

=]

(2Nx1) (2Nx1)
Entonced

i"=—if(an) Txnan + (@) Txan + (@) Txn al +

+(@) xnar},
paran=L,R (11)

Conservacion del fluja

En un experimento de dispersion, sin imponer ninguna ctrdide frontera
y/o restricciones al paquete incidente, la conservacidtugteimplica que:
Definicién 2.1 El nUmero de particulas a ambos lados del obstaculo es cotesta

Por tal razon, es qugz) evaluada a la izquierda del sistema dispersor y a la derecha
del mismo, son iguales en ausencia de dispersién inelastica

L

"= JF (12)
U
i (at) it = —i(aR) "xrar (13)

Esta expresion es un escalar real y mas adelante se empiaara eepresentacion
similar, para extraer ciertas propiedades sobre la SM.

3 Pseudo-unitaridad generalizada d&

Se inicia el analisis recordando la definicién de la SM [11],

2 En aras de abreviar la notacién, en lo adelante se omitirégenas casos el simbolo-“ en el
producto de matrices y vectores
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Definicion 3.1

a (L)

= Soutputinput) -
a+(R)Hout S(outputinput)

bl (14)

(R)lj

n

donde los coeficientes han sido divididos en dos grupos: éoagl ondas (solu-
ciones LI) que viajan de izquierda a derecha, y los de ondasigjan de derecha a
izquierda. Los primeros han sido denotados con el supEnidl'; a los segundos
les corresponde el supraindice “-". Se procede mas adedamtiacionar los coe-
ficientes de la funcién envolvente -sobre cuyas funciones ba exigimos ahora
ninguna condicién especial-, en las regioheg R con las amplitudes incidentes
y emergentes del sistema dispersor [vea la Figura 3], usanfdomalismo multi-
componente de la SM. Finalmente se pasa a una representpeidrontiene la
condicion buscada de unitaridad de la SM, en general, parsidtemas tipo EFA 'y
en particular en el modelo KL. Definimos

a
a

a.
aR

; (15)

out

7|

o

in

como los vectores de las amplitudes incidentes y emergeatggectivamente, con
dimensiones{2N x 1) y (2N x 1), respectivamente y que guardan con la matriz de
dispersiors, la relacion siguiente:

ﬁout = S]in . (16)

Definimos las transformaciones

jin:>aL
Ooust = & [’ a7
10...0 0 0 ... O
a, 01..0 0 O 0 ||| &
a a
: 00...1 0 0 .. 0 :
L L L
gle+ _|loo..og 0 ... 0 |[||&] yfinaimente
- L =
a. 00...0 0 5= ... O R
2,
avLu- L alL\I aﬁ- i
00...0 0 0 ...a% n
-
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0 O 0 10...0
&, 0 O 0 01...0}|&a.
a. 5 IR
: 0 O 0 00...1 :
R R L
& —|g o .. o0 oo..0f||&
a'i- 1- ag a1+
R — R
Gllz_ 0 a 0 00...0 @
a’F‘i'R . . .al%l—.... aN.R*out
0O 0 .. a 00...0
de dimensione®@N x 1), (2N x 2N) y (2N x 1), respectivamente. Tomamos
L
& o .. o0
- L
0 =% 0
C= 2- , de dimensidrN x N)
: : . a,&,
0O 0 .. a
y podemos escribir
a, ‘ Iv Oy ‘ a,
L = R (18)
H a L O C a in
a H Ov Iy H a
R = -1 R . (19)
Ha— R C Oy a+ out
Si definimos
_ || In O
-6
entonces es sencillo expresar
(@)
n=1 "
X H C 1 ON )
siendo
_ |G Iy
JX—‘ |N ON )
y entonces reescribir (18) y (19) en la forma
a = Mlin
a.R - n_l\]xﬁout } ’ (20)

Nétese que se cumple
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Ix= -J ZZv

dondeX; es la matriz generalizads, de Pauli de ordef2N x 2N).

3.1 Caso EFA generalN > 2

El problema fisico bajo estudio queda descrito por un siaté@N ecuaciones
diferenciales de segundo orden acopladas de la forma (f9.dHa se estudia un
sistema fisico formado por tres regionedil, R, tal como se observa en la Figura 3.
Las regiones extremasy R, se supone que tienen parametros constantes y en estas
capas los estados del sistema tienen autovalores (energi@enturnconstantes,
en la regiénM, el sistema tiene, en principio, una estructura de capagatentes
materiales o capas de diferentes composiciones [vea lasFajuque corresponden
a una cierta estructura. En la Figura 2 se muestra la situdeidnterés.

Regresando a la condicién de conservacion de flujo (12) redllseobtener

t +
(njin) X fin = (nileﬁout) XF nil Jxﬁout;
T
SINTX N S = 64, 3] (n*l) XE L3 Gou. 1)
A partir de (16) es facil expresar

ﬁoTut = jilSTa

por lo que
)
SAITX g = st (A7) Xy,
(8
t gL t 1t (A=1) R -1
I'IXI'I:SJX(I'I )xn 3y S. (22)

Sea:

no=n'xn

Mo = (n*le) 5% (n*le) — Iy (n*l) "xrmty,.

Proposicién 3.1 Entonces, la condicién de pseudo-unitaridad (unitaridathuec-
turada) sobre la SM S, para flujos no unitarios de particulasistemas de N com-
ponentes acopladas -inclusive alejados del potenciaklisp-, se satisface segun

str.s=n,. (23)

Esta es una propiedad general que debe cumplir la SM bajdda Gandicién
de laigualdad de los flujos (procesos elasticos). Sin emberge puede perder de
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vista que estamos suponiendo que tenemos una base de &stiomo completa-
menmte ortonormales.

Definicién 3.2 Consideraremos que una base de funciones linealmenteendep
entes, esta completamente ortonormalizacleando esta sea ortonormal estricta-
mente en los espacios de configuracion y espinorial simedtéarente. En caso con-
trario, la base funciones linealmente independientes seénara arbitraria

Aqui se ha utilizado la denominacion de pseudo-unitariagtidad estructurada)
paraS, siguiendo la clasificacion de las matrices estructuradassg presenta por:
D. Steven MacKey, N. MacKey y Francoise Tisseur [19]. El ghmfisico de las ma-
tricesl, , esta contenido basicamenteXh-. Sus elementos diagonales responden,
en general, a la transmision -sin acoplamiento en las regiasintéticas- a través de
los canales permitidos del sistema. Lo anterior no exclayetérferencia producto
del efecto del potencial dispersor. Los elementos fuera délgonal en dicha ma-
triz responden, en general, al acoplamiento entre los miadimentes (emergentes)
en las regiones asintéticas, lejos de la zona donde se dreeénbstaculo disper-
sivo y contienen ademas informacién de la mezcla que estkipeoMas adelante,
se veran detalles al respecto.

3.2 Caso EFA particular:N = 4

En el articulo [7]: A. D. Sanchez and C. R. Proetto presentaanalisis de
las propiedades de la simetria de la SM para el problema dedardién de huecos
pesados (H) y huecos ligeros (L) sin componentes del monaagialar total, trata-
dos dentro de un esquema de estados incidentes de H y L porqaelse expone a
continuacioén es un ejemplo concreto de lo expuesto en ladgse8cl. El potencial
dispersor a considerar, es de barrera o pozo simples redéaeg. Parten de una
relacion del tipo (16), y expresan la condicion de consedvede flujo. Definen

w000
0,00
00j.,0]
000ij

a
)= i
h
El requerimiento de conservacion lo escriben en forma nialri

ofjo=1"J1. (24)

Tienen en cuenta la relacién (16) y su transconjugada, lsgsustituyen en (24)
y llegan a que
SNy =1, (25)

3 En este epigrafe y en otros, donde se trabaje con los ressilttedl mencionado articulo Ref.[7],
se utilizara la misma nomenclatura del trabajo citado. pstonitira facilmente diferenciar los
resultados originales nuestros.
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L. Diago-Cisnerot al.

GaAs

Al,Ga;_,As

Fig. 4. (a) Representacion esquematica del problema aelgoate cuantico desde
el punto de vista de la SM. Las flechas entrantes/saliergpsgsentan las ampli-
tudes de probabilidad. (b) Dispersion desde una barrerateagial. (c) Dispersion

desde un pozo de potencial [7].

que es lo que denominan pseudo-unitaridad, y lo considei@generalizacion de la
condicién de unitarida8’™ = S, que se obtiene para la conservacion de corriente

de electrones, descritos en la EMA.

3.3 Reduccion del caso general al particular

Hasta aqui se ha obtenido, por un lado, una condicion de pasithridad
generalizada de la SM para los modelos EFA en general, sianargexigencias
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adicionales sobre la base de funciones LI y por otro, otrésresi han obtenido

una propiedad de pseudo-unitaridad sobre la SM, bajo sismaplificaciones de

un modelo EFA particular: el KL. Ambas relaciones se reducénusual bajo las

condiciones apropiadas (por ejemplo: en el limite de mo@saabplados), como
se vera en varias secciones posteriores. ¢Bajo qué camegimdemos pasar del
planteamiento general a uno particular? -y por tanto toansdr (23) en (25)-, es la
interrogante que se estara analizando a continuacion.

La idea entonces, es encontrar en cuales circunstanciassace que

Mg,=J
i (26)

y por tanto
Me=rl,. (27)

La relacién (26) es la condicidrecesariay suficientgara que
stn.s=n, = stis=J,

mientras que (27), es solo la condicidéecesariay es la que pasaremos a discutir a
continuacion.

Por un lado consideramos la estructuraltig 1., y ademas la forma diagonal
de C. Por el otro lado, tuvimos en cuenta el caracter diagondl. d&ntonces las
igualdades importantes que derivan de lo anterior, son

(CH X _Ch=xy, (28)
C'x_C=x"_,

que de satisfacerse, conducirian al cumplimiento de (2¥pdsible avanzar otro
tanto, si se considera la situacion particular, en que lo&npatros que definen la
ecuacion (1) sean constantes. En tal caso, si se siguenfiagidaes correspon-
dientes (10) para la matri%, es posible asumir la validez de la igualdad entre sus
bloques

X§=Xj, donde j=++,+—,—+,—,

de donde es facil deducir que debe cumplirse Gue = C siendoC = I,,, una
alternativa de esta situacion particular, que llevaridrfieate a que se cumpla la
condiciénnecesarig27).

Las condiciones bajo las cuales, la ma€tipasaria a ser la matriz identidad, no
estan esclarecidas adn. Junto a esto, el estudio detakalis @ondicionesece-
sariasy suficienteg26) es un tema pendiente sobre el que se continda trabajando
No obstante lo interesante que resulta el vinculo entretergey lo particular, lo
esencial va quedando evidente y es que la Matriz de Dispeesidos problemas
tipo EFA con funciones base arbitrarias, es unitaria.
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4 Reduccion a la unitaridad deS

En este epigrafe se presentara un andlisis con toda gelagradi través del
cual es posible pasar de una representacion del flujo en laakdtfa en la EMA.
El punto de partida es el caso, adoptado en el epigrafe 2edmnttabajé colN
modos acoplados -esto es asi por la presencia de térmimadelinen la primera
derivada-; imponiendo en ese problema las condicionesiadas, podremos trans-
ferir el estudio a la representacion de un sistema desaritdl pnodos independi-
entes, que provienen de un sistema de ecuaciones difde=ndéN componentes
desacopladas. De esta forma se pretende demostrar la coempéeidad de ambos
casos.

Subrayamos que lo verdaderamente trascendental en largene& de estas dos
formas de representar el flujo radica en la posibilidad derabtla unitaridad d&
a través de dos vias, a saber: (1) Partir del caso de estazidsrites/emergentes
acoplados (marco de la EFA) y pasar al limite de estadosanteéd/emergentes de-
sacoplados (marco de la EMA). (2) Partir del caso de estadaieintes/emergentes
acoplados y exigir condiciones de ortonormalidad adeciableaso EFA. la base
de funciones LI estd completamente ortonormalizada. La dadunciones LI es
arbitraria.

4.1 Limite deN componentes desacoplados

En este limite son posibles tres alternativas de reduccidrandicion de uni-
taridad deS. Primeramente veremos que es posible hacer converger tasaxp
para el flujo en la EFA a la representacién de esta magnitud BMMIA. Una vez
logrado esto, es relativamente sencillo demostrar la uehéta buscada. Otra de las
vias consiste en partir de la condicién de la pseudo-udédrijeneralizada (23) y
llegar a la propiedad mencionada$i€Como tercera y ultima variante, iniciaremos
el andlisis desde la pseudo-unitaridad particular en umagalel modelo KL (25)
y llegar a la condicion de unitaridad de la SM. Veamos ahai@sedesarrollos en
detalle.

4.1.1 Convergencia de flujos

Estudiaremos en este sub-epigrafe la primera alternatisaa, partiremos de
estados incidentes/emergentes acoplados, descritosrene de la EFA y pasare-
mos al limite de estados incidentes/emergentes desaosptiescritos en el marco
de la EMA. No se imponen explicitamente, requerimientose&i$ipos sobre la base
de funciones LI.

T
Consideraremos que el flujg., = —i (a) X@a, responde al caso EFA general,
como ya se mostro en el epigrafe 2. Se puede demostrar que:
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Teorema 4.1

A (29)
Joo = Jaw (30)

lim
modoga)— modogd)

por modoga, d) se entiendenodogacopladosdesacoplados

En el articulo [17]: P. A. Mello, P. Pereyra y N. Kumar demuastque para
un sistema fisico descrito pd ecuaciones diferenciales no acopladas - el cual
responde al caso EMA general-, se halla una densidad dewterde probabilidad
dada por:

i =a'z,A, (31)
donde
|l Oy
Z2= HON Y

es la matrizo, generalizada de Pauligd contiene los coeficientes de la combinacion
lineal de las soluciones tomadas como ondas planas. Ei@stidace como si fuera
una dispersién desde cierta reglgren la que no esta conectada la interaccion entre
los modos, hasta otra regi®)en que tampoco esté conectada esta interaccion.

Considerar que en los electrodoy R, los modos son independientes implica
que

x=qho= |} X |-
_ Q22Q11 — Q12Q21 Oy
N (ON - {szQn - Q12Q21} '

Nétese que los bloques cruzad6s_ = X_, = O, al haberse desconectado la in-
teraccion en los electrodos de la estructura; por tanto tmospropagantes en una
direccidn y la opuesta son independientes. En generalgkdsres y A son difer-
entes, aunque en este analisis se ha adoptado que satifdagan;d; , siendoq;,
cierto coeficiente de proporcionalidad. Si se toma la ndeaeilon de las funciones
linealmente independientes de forma tal que:

20 kj|bj[* = 1= |bj|* = T?kj; Vj=1,..,N.
Entonces es posible obtener que
Q22Q11 — Q12Q21 = il (32)
por lo tanto:
i t) 2l On t
Jern @ —-a {—(I) Oy I, }a: —a'z,a. (33)




154 L. Diago-Cisnerot al.

Finalmente se llega a que, hasta la exactitud de una fase,

Jera = jewa

(d)
A (34)

cuando en el término de la izquierda se considera que los srestan desacopla-
dos en las regiones asintéticas, que es lo que se queriatlamdsa vez lograda

la demostracion de (4.1) es util realizar el ejercicio ddfiear una de sus conse-
cuencias mas importantes. A partir de (33), es sencillop®@ur las propiedades
tradicionales de la unitaridad de la SM. Para ello, tomenoosimplicidadN = 1

y asumamos los convenios adoptados en el epigrafe 2. Estlanoenservacion del

flujo (12)-(13) en las regiones asintotidasR se expresa como

a1 ollal a1 o]|le& -
a o-1j|let || X 0-1j | (35)
a &
l@r car)|q |- nercar)|g
U
ap-@f - &l

al reagrupar los términos se obtiene
&P+ = e+ a

Usando las definiciones (15), es posible reescribir la esifmeanterior y obte-
nerla entonces en forma matricial

(Fin) " = (Oout) T Oou, (36)

si ahora se hace uso del formalismo de la SM, expresado eg ({E63u transconju-
gada, se puede transformar el miembro derecho de la iddratittarior, esto es

(Fin) thﬂin = (Hin) TSTSJin.
Se extraen entonces, las propiedades de unitaridad bgscada
SST:STS:|2N. (37)

De (37) se escribe que
st=s51

sea que el sistema dispersor satisface la simetria deid@vemporal, entonces es
sencillo demostrar que se satisfaSe= S1. Por consiguiente

st=gs,
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y al hallar la conjugada compleja se llega a la otra propietamhterés: la SM es
simétrica:
s =s. (38)
De lo mostrado arriba se deriva que la condicién de pseudarigdad (23) para
el modelo EFA (modos acoplados), converge adecuadamettavées de la con-
vergencia de los flujos correspondientes- a las propiedsgledes de unitaridad y
simetria, validas para el modelo de la EMA (modos desacop)ad

4.1.2 Reduccién de pseudo-unitaridad generalizadN > 2

En este epigrafe se presentara un analisis con toda gelaeralonde se mues-
tra cdmo pasar directamente de la condicion (23) de la psenitaridad general-
izada -correspondiente a un caso EFANdeomponentes-, a la propiedad usual de
unitaridad (37). A continuacion se muestra la forma de cayercia directa entre la
pseudo-unitaridad (25) del modelo Kohn-Luttinger -cquesliente a un caso EFA
de 4 componentes-, a la propiedad usual de unitarid&{8&). Es util no perder de
vista, que el analisis dentro del modelo KL, esta hecho paesquema de estados
dehhy Ih puros.

Aqui, es necesario hacer un par de maniobras algebraidas. &msisten, por
un lado, en tomar una determinada normalizacién de los éeetés involucrados,
mientras que por otro, se introducen modificaciones en lagaesuT, y 1., que
ahora tendran la forma

n=entxn

.
., =e.J (n*l) X113,

donde

I QN

o, €91,

El factor de fase cumple

ed|, o,

a:‘ o Iy

e|

0— { 0; paralosnodos acoplados

17; para losmodos desacoplados (39)

Al desacoplar los modos en las regiohesR (Figura 3) se demostro, en el sub-
epigrafe 4.1, quX = —i >,. Se considerard que los coeficientes de las soluciones
linealmente independientes que se propagan en un sentid@lycentrario en las
zonas asintoticas mencionadas son complejos. Si los cogfisideC se escogen
como:

a_[?
& 2

entonces es posible escribir

LVj=1.. N=[& [*=[& |
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_ _ Iv Oy _
1 = el =1 &, 0 =1
por tanto
S”h(msanwf:ﬂS”mSZ—Hm,

lo que conduce a la propiedad de unitaridad tradicional (28a el caso en cuestién

sfs=1,.

Como se observa, la condicién generalizada de unitaridare $® SM en los mode-
los EFA, pasa a la unitaridad usual en la teoria de la EMA, sk que los modos
se desacoplen.

4.1.3 Reduccioén de la pseudo-unitaridad particularN = 4

En este sub-epigrafe se referird fundamentalmente attadsu(25) obtenido
por Sanchez y Proetto en 1995 [7]. En el articulo citado, lderas no estudian
cémo pasar de la expresion antes mencionada, a la condeidnitdridad (37) del
problema electrénico. El andlisis a continuacion estacdetti a demostrar dicha
transicion, cuando se imponen las condiciones apropi&tagste momento, en
aras de enfocar a lo esencial, se asumira estrictarkesat&, = 0. Bajo tales condi-
ciones, los estados de H y L, descritos por las 4 ecuaciofeendtiales ordinarias
de segundo orden de (1), se desacoplan. El hamiltoniantianetguse diagonaliza
en términos con energia cinética como la del electron, gesoaacon masas efec-
tivas:m, =mp/(y1 —2y) ¥y m = my/(y1+ 2y»). Esta situacién de modos H y
L segregados en dos sistemas independientedNcerl cada uno, armoniza con
la que se describe en la EMA y se empleara como plataformdgeemostracion
planteada. El potencial donde se dispersan los Hy L librefedsarrera o pozo
simples, y se representa esqueméticamente en la Fig.4(b), sespectivamente.

El requerimiento de conservacién del flujo se descompormmees en dos iden-
tidades independientes

IﬂﬂH+|HﬂH:|M2h+ﬂﬂﬁH}
. , . A 40
c[2jc + 12ic = 2. + [gl2i. (40)
Bajo las condiciones impuestas al sistema de huecos pegdg@esos, la SM
se reduce, debido a que las amplitudes de probabilidadefléeidn y transmision

cruzadas satisfacen; =r,, =r, =r/, =t,. =t =t =t/ = 0. Entonces esto
nos conduce, después de algunas transformaciones a

jHS—qTIZNS-!: jHIZN}
jLSLler\JS_:jLIZN ’

y por consiguiente:
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S-qTS-! = I2N }
S'S =l [’ (41)
que es lo se queria demostrar.

Es posible alcanzar nuevamente la condicion (37) desde imalternativa,

aunque particular, tomando como punto de partida el modelerkla forma adop-
tada por Sanchez y Proetto. Resulta interesante que si sieletmespecificamente,
la dispersién desde un pozo de potencial de un matagid (Figura 4 (c)), em-
paredado en capas semi-infinitas de un ternario -cuya coafuomolar es variable-
, s posible plantearse la tarea de la blisqueda de valorasdedentracion, para
los cuales y bajo incidencia de modos de H y L independieptetamos llegar a
la unitaridad (37) de la SM. Por lo que se vera mas abajo, eleetd que no es
posible resolver un problema isomorfo, donde los H y L cotieh una barrera de
un ternario embebida en lajas semi-infinitas de un matasiad (Figura 4 (b)).

Los pardmetros semi-empiricos de Littinger, en funcioradsohcentraciomn,
siguen una aproximacion cuya recurrencia lineal es

Y(X) = (1—X)Ye+XyYw, cONi=123,

e/w representaelectrodg poza Si ahora se expresam(x) y y»(x) a partir de lo
anterior, después se sustituye en la condicion de consémae flujo correspondi-
ente, y en los electrodos se resuelve

JH(X) kx:ky:O = JL(X) kx:ky:O7 (42)

para la variable, entonces se obtiene que

X — ZVZeAk—yleAk 7C0nAk:kH_kL;Z|/(:kH+kL' (43)

2AV"(ZVZe— Yow) + AK(Yaw — Vie)

Al escoger concentraciones a partir de (43), se satisfé&)ey(éntonces es posible
escribir
j(X)H (STIZNS) = j(X)HIZN

keky=0
y llegar entonces a la unitaridad tradicional de la SM

ke=ky=0"

sTs=1,.

Se puede apreciar facilmente, que una igualdad como (4@¢eae sentido
si se toma como sistema dispersor, una barrera de un teerabiebida en lajas
semi-infinitas de un materia#sBs, ya que en estas capas no hay compuestos de
concentracion variable.
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4.2 Base ortonormalizada completamente

En este sub-epigrafe se presentara un estudio de la sedtemdatva, esto
significa que partiremos del caso de estados incidentesjentes acoplados de-
scritos en el marco de la EFA y exigiremos explicitamente@emientos especifi-
cos de ortonormalidad, adecuados al caso EFA, sobre la basmdones LI. Lo
anterior implica que consideraremos esa base ortonorawalicompletamente. Las
soluciones LI las consideramos, a priori, ortonormalizadi@ad de Dirac en el espa-
cio real de coordenadas. A diferencia de la via anterioisedma esta bien descrito
en todo momento en el marco de la EFA.

Comencemos por determinar ciertas condiciones de ortaiiolaad en el espacio
spinorial de funciones -que como se vera mas adelante nasdmicas posibles-.

Sidenominamos$;(z) a los vectoregN x 1) L.I. que forman una base ortonormal
para representar un estado del sistema (1), podemos escribi

2N
F(z) = z ajfi(2). (44)
=1

En particular, en las regionésy R (ver Figura 3) de parametros constantesflja(z)
pueden tomarse como: '
fi(2) = ez (45)

donde los vectores ; son spinores de dimensid@il x 1) y no dependen de las
coordenadas espaciales y tpsson los N autovalores que les corresponden como
solucién de un QEP [9, 22]. Sélo para sistemas con lajas derpgros constantes,
es que valen los célculos que estamos haciendo. Si susig#b) en (1) se tiene:

—G?B-Tj+1q;(P+Y)-Tj+W-Tj=0,. (46)

que constituye un Problema Cuadrético de Autovalores (JERdratic eigen-
value Problem en inglés) [20, 21, 22]. SP es hermitica no existe término de
acople de los estados en la primera derivada del campo, sboessl matriz es anti-
hermitica P = —PT). Entonces ese es el caso que nos interesa porque mantiene
el acoplamiento entre modos a partir de la existencia delitér lineal eng;, tal
situacion ocurre en sistemas como el Kohn-Luttinger, el @leg<y otros. Si usamos
ademas la propiedati= —P T, entonces tenemos

—qfB-j+20;P-Tj+W-Ij=0,. (47)

Sia(47) le aplicamos la operacién de transconjugacionmasdas propiedades
(2), tenemos
r =) B+2i(q) P+ W] =0, (48)

A continuacién multiplicamos a (47) por la izquierda p‘q} y se obtiene

~g¢r-B-rj+2qr [ -P-ryj+rf-w.ry=o,. (49)
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Ahora escribimos (48) parfay y multiplicamos poil™ j por la derecha y obtenemos
—(@r)-B-rj+aqrl-prj+rl-w.rj=0, (50)
restando (49) y (50) el resultado es
(= +(@Q)") I -B-Tj+12(a — ) [ -P-Fj+ 10 -W-Tj = Oy,
ri @ -e@ye-2G—a)p] -1 =0
(51)

Si ahora factorizamos esta expresion, entonces se obtiene

rJ-[{q§+qj}B—2|P]-rj:oN. (52)

Si en (52) consideramosa, coni =k, j como real y suponiend@j # q;), en-
tonces se obtiene la siguiente expresion

rkT-[{qk+qj}B—2|P]-r,-:oN. (53)

Las condiciones de ortogonalidad (52) y (53), sugieren guenspleen las si-
guientes condiciones de normalizacion:

ril@+rayps-2r] - r = (54)
FJ-[{qk+qj}B—2'F’]-FJ=6KJ-, (55)

parag;, coni =k, j complejo y real, respectivamente.

Siguiendo la Ref.[20], linealizamos el QEP en sus forma} ¢4®2) y se llega
finalmente a un problema de autovalores estdndar asoci&# ¢g&ndard eigen-
value problemen inglés), con los mismos auto-valores que el QEP. En esefo
de linealizacion, logramos derivar las condiciones a exigbs auto-vectores de
(46), para construir una base completamente ortonornil@inssea:

Definicion 4.1
rIajln— gK +65aiCl = ML = gudy (56a)
kLAjIv—a8 +oaiClly =1y j = OO

FIw+ M) =roMNr; = &;. (56b)

Una vez obtenidas una de las posibles condiciones de onatiaacion en el
espacio espinorial, continuaremos en el proceso de oldteie la propiedad de
unitaridad de la SM. En el caso de que la regién de interéscongderamos con
parametros y coeficientes constantes-, tenga posibikddeeser descrita pof\2
ondas planas con enerdiaentonced de ellas viajan hacia la izquierda y otfds
lo hacen hacia la derecha. Tomaremos las expresiones (8% pwar@ la funcién de
onda envolvente, y la forma lineal asociada al operador grr€épectivamente, y
las sustituiremos en (7). Pero antes, es Util escribir expfhente
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2N 2N
A=1B- Y adkfy+P- ) adfy, (57)
k=1 k=1
2N 2N
AT:—|Za§q§fkT-B—Za’|§fJ-P, (58)
k=1 k=1

que son la forma lineaA y su transconjugada, en términos de (44). Aqui se han
tenido en cuenta las propiedades (2) y se ha torRaatdi-hermitica por las razones
expuestas anteriormente.

Si sustituimos (44), (57) y (58) en (7), tenemos

2N 2N
j :_|l—|2a;fkTq§B—Za§fkTP F+ (59)
K=1 K=1
2N 2N
+IFTIB Y ackf+P Y afy|,
k=1 k,j=1
_ 2N ) 2N : 2N :
j=- z aayf BT+ z aa;f Pf — z ajaxf Bokfy +
kJ=1 k=1 k=1

2N ;
+1 z ajafPfy,
k=1

cambiando convenientemente el orden de los sub-indicesupagdo se obtiene

2N 2N
; t * T
j=— 3% aaf (g+a)Bfj+20 5 aaif Pfj,
k=1 k=1
cuando conformamos el correspondiente producto contrafdonces la expresion
anterior queda en la forma

2N
i=—3 aaf[(g+a)B-2P]f;. (60)
k,j=1

Si ahora tomamos la condicion (54) 6 (55), segun sea el cagmaes podemos
escribir para la densidad de corriente de probabilidadgiglaente expresién

2N
i=- z aga; O - (61)
k,]=1
Aqui haremos una breve digresién con el propésito de amaliganas implica-

ciones sobre el sistema diferencial de partida (1). Al 8us{44) en (1), se tiene un
QEP [21, 22], an4logo a (46), que tiene la forma:
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2N
> aj [—0fB+219;P+W] f; = O,, (62)
=1

si a continuacién realizamos un proceso similar al compdenentre (47) y (51),
entonces es sencillo obtener que

2N

> aaify [{(c) —of}B—2i(ck— ) P] f; = Oy,
k,J=1

y después de factorizar llegamos a

2N
3 aai—a) K[ {ei+a} B2, = o,
=1

de donde, al usar (54), se tiene
2N

> aaj (g —9j)d; = Oy (63)
k,j=1
Veamos las implicaciones en (63) segun los autovalpresni =k, |

Casos 4.2Implicaciones en (63) segun los autovalorgscgn i=K, j

Para k# j = &; =0 = la ecuacion se satisface siempre.
Para k= j

Siq € Reales—> (gx — gk) = 0 = la ecuacion se satisface siempre.

Si g € Complejos, los autovalores aparecen en pares conjugégos;). Como
(g —gi) = —2i Im[q], entonces en la suma (63) apareceran pares tales que:
—2i[an|? Im{gn] — 2ifam|? Im|dm] = O,

que es igual a decir:

—2i[an|? Im[an] + 21/am|* Im[gn] = 0
21 Im{cn]{|am|* — |anl*} = 0.
U

Para que se satisfaga esta expresién basta con exigir quedeficientes de los
autovalores conjugados por pares segh=a ay.

Después de este necesario paréntesis, regresamos a ldaf¢ah) que re-
escribimos ahora pafta= j, pues son los términos no nulos

2N

— > &
kj=1

=-at.a.

—
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Si consideramos la forma de escoger los coeficientes (conmoos&ré anterior-
mente), es posible transformar la expresién anterior ageesentacion de modos
propagantes

. (ataf).[ &
i—-(aa) (%)
cuya forma usual esta dada por [17]

Si nos remitimos a lo demostrado en el sub-epigrafe 4.1slilteeevidente que
de la expresién anterior se llega directamente a (37) y (3&a:

st=g1
s =5,

que son las propiedades de unitaridad y caracter simétaspgectivamente, a las
que queriamos llegar.

5 Relaciones de Simetria

En este epigrafe, el propésito es llegar a las correspaediealaciones de
simetria respecto de los bloques de la mefrigue como es usual en la literatura,
pueden derivarse directamente de condiciones del tipao(88)los requerimientos
gue imponen la simetria de Reversién Temporal e Inversipadial sobres[18].

El andlisis de las simetrias discretas no se ha considéPad@onsiguiente, lo que
aparece a continuacion es el analisis directo de las comseias de (23) y (25)
sobre las matrices de coeficientes de transmisién y reflexion

Mediante las relaciones halladas, en principio, debe sgibfa calcular una
cualquiera de las magnitudes relevantes de la transmidi@vés de las otras. La
siguiente utilidad de tales expresiones -y quizas la masiitapte- es que se pueda
extraer algun contenido fisico de ellas, con el cual se pinteigretar resultados de
los observables de un problema fisico concreto.

Se resuelve directamente (23), 0 sea

+

rt: nyng rt’/ :Hnﬁlnf

tr mz 2| tr m nz||
H rtott H (CHx__CHEHx_.|[rt]
(ORN(ON x, C* Xt tr’

T ICx_, C'x__C||”
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y se llega al siguiente conjunto de relaciones no triviales

Pt T Er+r o2ttt ozt =nn (64a)

rinse etz et ner w1t nze’ = ne (64b)

@A+ () Tz ) TRt () TNz =02 (64c)
@)ty + )t oze ) tnee () Tz = nz, (64d)

Solo silas variablesr,t 'y r’ fuesen hermiticas este sistema estaria bien definido
matematicamente y podrian obtenerse expresiones paracada funcién de las
otras. Aln asi, no es evidente que dichas expresiones sés) ¢dmo ocurre al
desarrollar (25). En ese caso se obtienen relacioneslsancilyo contendo fisico
es manejable, lo cual es debido a la forma diagondl de

Si por ejemplo, en (64a), exigimos como condicién de frantercidencia sélo
por la izquierda del sistema dispersor (0 sea, desdg que implica hacea?f =
0;Vj=1,...,N, entoncesT = 122 = [12 = 0, y en (64aa) tenemos qué 12t =
1", que mas explicitamente significa que

tTX++t :X++. (65)

Lamentablemente, en (64a (b)-(d)), bajo las condiciongméstas, aparece en el
miembro derecho, una indeterminacion de divisién por cklés adelante regre-
saremos sobre las ecuaciones (64a).

6 Tunelaje de Amplitudes

Anteriormente comentamos que la MSA multi-componentéesiza dos enfo-
ques del formalismo de la TM sobre una base comun, poterciasd/entajas de
cada una de las técnicas. Como la teoria de dispersion a= @iedular en nues-
tra aproximacion, iniciamos su estudio y constatamos quia éteratura existen
diferentes enfoques de la SM. En aras de ambientar estaidiadres que decidi-
mos insertar convenientemente una breve digresion enexsti#s, la cual pretende
unificar criterios en relacién con las expresiones para ksioes de transmision y
reflexion, para diferentes formas de definir la Matriz de Bisfdn.

No siempre que se dice: Matriz de Dispersion, se tiene enexexatctamente lo
mismo, aunque se esté hablando de cosas parecidas. Blobjatitiene esta parte,
radica precisamente en conocer las relaciones existartted@s diferentes objetos
gue se conectan con la SM y revelar las similitudes y diféesngosibles. En la
literatura, la SM ha sido definida para conectar distintgetob asociados al flujo
incidente de particulas (o cuasi-particulas), con sudaies del flujo emergente
después de la “colision" con el sistema dispersor. Paraabasta diversidad, se
escribird una generalizacion de (15)
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o -
f:’ S ﬁ:’ | (66)
A" in ”Q%Fjr out
(2Nx1) (2Nx1)

y segun sea el caso, los elementosade representaran uno de los objetos de la
Tabla 1.

Table 1: Distintos enfoques de la SM en la literatura.

Casq Objeto que conecta | Simbolo Referencia béasica
[0) Coeficientes d, Mello, P. Pereyra y N. Kumar [1{]
(de las ondas viajeras A.D. Sanchez y C. R. Proetto [{[]
(ii) Vectores de onda d, (2 P. Pereyra [18]
(ondas propagantes)
(i) Vectores de estado aj¢j(z) L. Diago, P. Pereyra,
(partez de fj(z)) H. Coppola, R. Pérez [8]
(iv) Funciones de onda |F(t = $oo) A. S. Davydov [23]
(dependientes del tiemgo)

Los casos que se unificaran son el (i) y el (iii), porque somjlesestan directa-
mente relacionados con nuestro enfoque de la MSA. Sin emjgangde notarse la
proximidad entre (i) y (iii): En el modelo KL, por ejempl@ Hiferencia entre estos
ultimos, consiste en qug; excluye los espinore@ x 1), cuya ortonormalizacion
deriva de un QEP. La razon de unificar los casos (i) y (iii), sbeda la relacion
directa que estos enfoques guardan con nuestra aproximd&ia.

Inicialmente expresamos las matrices de las amplitudesadsnision y reflex-
i6n en cada uno de los dos casos mencionados. Después derkspoadientes
transformaciones, agrupamos lo obtenido y llegamos adosesites productos con-
traidos para las magnitudes de interés

t=(¢7)? {a Bs 'y} ¢
r= (90t {aty} g -
= gy i{stper [

= (¢t {Bs ) ¢

Este desarrollo es independiente del tipo de condicion deridad que satisfaga
la SM. Este sistema aparece expresado en términos de laseslog3,y, o de la
matriz Ms\(z:,z ). La diferencia entre los casos (i) y (iii), es de factores akef
que no contribuyen a los valores esperados de los coefisidatgansmision y re-
flexion, lo cual es independiente del hecho de que los meditsstelectrodos sean
iguales o diferentes. El ejemplo que se resuelve a contitiupermite ilustrar estos
razonamientos. Las relaciones de (67) seran evaluadaglpa@delo KL (4 x 4).
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Consideremos el problema de la dispersién simultanea de Hey una barrera
simple, emparedada en capas de materiales idénticos spoaaxterno aplicado.
Las exponenciales, que se ordenan segUp, H..,, L..,, Hs. [5, 8], estaran ex-
presadas en términos de magnitudes adimensionalizadaseqepresentan ahora
comog=k,a, y & =z/a,, dondea, es el radio de Bohr. Entonces

€mHe 0 0 0
L 0 eqLE 0 0 R)— L\ * Ly— L
¢: = 0 0 @ac o |’ (97 l:(¢+) Y (@) l:¢+ .
0 0 0 e

Representamos

A11 A12 A13 A1g P11 P12 P13 P14
- A21 A22 A2z Aog —1 P21 P22 P23 P24

— By ly= -5 -
a-poy A31 Azp A3z Azg ||’ 4 P31 P32 P33 P34
Aa1 Aa2 Ag3 Asag P41 P42 P43 Pas

Si desarrollamos de (67) yr, definida en (67), se obtiene como consecuencia que
Tii ¥ Rji de los casos (i) y (iii) son iguales, esto es:

Caso(i) Casoliii)
1Aji|% Yi=j ori+j=5
2 2
’)\ji‘ =Tji= 2’)\11‘; Vij, (68)
Vi | €=t 21212, else
y ademas
Caso(i) . Caso(iii)
, | €2 2052, Vi=j or i+j=5 ]
Vi |@(an+ame 121 ;512;  else

(69)

El ejemplo resuelto muestra claramente, que las matricemgétudes de trans-
mision y reflexién de los casos (iii) y (i) son iguales hastaxXactitud de factores
de fase que no aportan a los coeficientes correspondiesitespo se aprecia di-
rectamente en (68) y (69). Sin embargo, las diferencias estos casos si se deben
reflejar en la comprobacion de la Ley de Conservacién debfaojsu forma matri-
cial, debido a que esa expresion contiene directamenteaaaikes y r.
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6.1 Conservacion del Flujo de Probabilidades

Anteriormente analizamos que escoger la base de funcidrebitraria con-
duce a la denominada pseudo-unitaridad. En esta seccidieeds es analizar cual-
itativamente las restricciones que impone la pseudo-unétd del operador de dis-
persion sobre los elementos de su forma matricial, en elovdrcmodelo de KL.

La condicion de unitarida8 S" = STS=1,,, aplicable a un conjunto importante
de problemas, implica en detalle que

(a) R<1
T<1 . (70)
(b) Ry T son anti-resonant

Al enfrentar el problema de la dispersion de huecos, inuitiente, uno se siente
motivado a la conjetura de que la continuidad de la densidambdiente de proba-
bilidades por el can&-ésimq satisface

N N
> T+ ) Ri=1, (71)

sin embargo, al analizar cuidadosamente el problema nantamos que esta
igualdad no siempre es verdadera. Tomaremos el escenagagsto en [7], para
iniciar el analisis. Se considerara incidencia sélo pordmiierda, lo cual significa
quef =h=0enlaFig.4(a). De (25) se puede obtener directamente

jH|tHH|2+jL|tLH|2+jH|rHH|2+jL|rLH|2 = Ju (72)
jL|tLL|2+ jH|tHL|2+ jL|rLL|2+ jH|rHL|2 = .. (73)

El problema de una cuasi-particula incidente:

Si se considera s6lo un hueco pesado propagandose desdentonces se debe
emplear (72), que al dividirla poj,, conduce a quéy, < 1, Ry, < 1y el carac-
ter anti-resonante de ambas magnitudes. La evidencizaimgie se satisface (70),
por lo que un problema como el planteado, reproduce las ciondis de particula
incidente-emergente sin mezcla. Como se observa -bajapasigiones impuestas,
la conductancia por un canal se reduce a su coeficiente dertigidn, por consigu-
iente dicha magnitud es

Gf(l) = Tii|. S 1. (74)
i=

El problema de dos cuasi-particulas incidentes:

Consideremos ahora, que inciden sincronizadamente desgdan hueco pesado y
un hueco ligero y para simplificar tomaremos los huecosantaando débilmente



Matriz de Dispersion Multicomponente 167

-suponemos valores pequefiokd® ky en las regioneRy L-, tal consideracion es
suficiente para el propdsito enunciado y entonces paratena@moblema matemati-
camente bien definido hay que tomar (72) y (73), y despuégdeas transforma-
ciones obtenemos
THH+TLH+TLL+THL+RHH+RLH+RLL+RHL:l+J!_L' (75)
H
Si uno quiere tener otra vez una relacion del tipo (71), ex@sres necesario

normalizar (75) convenientemente. Para ello multiplicarambos miembros por
n = —“— entonces tenemos

Jitjn?
n{§m+§m+§&ﬁ§&}=1 (76)

En tal sentido, subrayamos la concordancia entrg lo que aparece en el reporte
de Wessey col[2], donde los autores presentan que el coeficiente de tisidsna
través del canail-ésimq es

f(t>' f(t>
Dn: < n |JZ| n > =N|tn|2,

(F ]9y

siendo N una constante de normalizacion, sin definiciénieixplen [2]. Una idea

homéloga fue sostenida por los autores de la Ref. [26], latesuparten de una
relacién del tipo (75) y llegan a otra del tipo (76), habiemddefinido antes los
coeficientes de transmisién y de reflexion de forma tal, queusta quedara nor-
malizada a la unidad.

De (75) se puede llegar a evaluardanductancia por un canaEste término
puede ser mas apropiado que eRtebabilidad Total deTransmision por un canal
(TTP), usado habitualmente en la literatura [7, 25], ya aikeja mejor la infor-
macién que brinda esta magnitud en los problemas de vantisylas incidentes
mezcladas, por otro lado evita confusiones a la hora de dua®idn numérica,
como se vera mas adelante. La conducta@gipor elk-ésimocanal se define por
[27]

q:im, (77)
I
y se analizard, digamos, para el canal de salida H, bajo H gitléntes, esto es
GH:THH+THL:1+j:_;_{TLL+TLH+RHH+RLH+RLL+RHL}- (78)
Si se toma una base de funciones LI arbitraria, se puede demgse: Es posible
encontrar valores de5, tales que G, > 1, para todo el rango de interés de la

energia incident&E;) . Para que ocurra lo contrario, la diferencia entre el segundo
y tercer término del miembro derecho de (78) deberia ser Bana que esto sea
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cierto deberia cumplirse qug = ry, = rp. = 0, lo cual implicaria que el canal de
transmién de hueco ligero a el mismo y el canal de reflexiérugedpesado, estan
cerrado$/ E;. Por tanto el sistema dispersor seria opaco para la ondagieanal

L desde un canal de hueco ligero y es transparente para laguedse transmite

al canal H desde cualquier canal. Esto no es aceptable, eiestdimencionar que
en una barrera de 10 A délAs paraE; < 200meV, R, ~ 1 [7]. Por tanto la
suposicion inicial es verdadevd; de los huecos. Nétese, que lo anterior no excluye
que, eventualment&, < 1 en ciertos valores de energia.

6.1.1 Estimacion de la Conductancia

Se puede lograr una estimacion de la cota maximagdéa idea que subyace,
es tener en cuenta la contribucion complementaria de las ontizadas al flujo de
una transicion directa, al ir incorporando particulasplmagzcla no nula. El aporte
de cada canal es independiente del resto, por lo que estasunn reflejo del
Principio de Superposicién. Lo que viene a continuacion retegmde ser una de-
mostracion rigurosa, sino un criterio para el trabajo déuaadn de los resultados
y es valido para los problemas con potencial seccionalnamtstante, cuya base
de funciones LI es arbitraria.

Téngase presente que operaremoslooites superiore® valores maximagsy
no con la gradacion numérica posible de las magnitudesa$isBupéngase, que
inicialmente tenemos el problema dea particula incidente, en tal caso laota
superior de la conductancia por un canal es 1, tal como reza en (74&gaAgros
a continuacién un nuevo portador, por lo que se ha pasadohblepna dedos
particulas incidentes con acoplamiento, en esta situaciorctda superior de la
conductancia por un canal -que anteriormente era 1-, tleomaina fraccion afa-
dida y que se observa directamente en (78). Pensemos emaérdel Principio
de Superposicién de ondas, lo maximo que puede transfecanal a si mismo es
toda la energia incidente -eso significaria probabilidae balrrencia del evento.
El paso siguiente seria incorporar la fraccién que reptassraporte de la transi-
cion cruzada. El portador adicionado, lo méximo que pueatesferir al canal bajo

observacion, e%, yaque el% “restante" seria lo maximo que puede transferirse a si
mismo. Esta equiparticion en la transferencia de energ&jeinterpretarse como
manifestacion de fenémeno de interferencia por supengosionstructiva, y es la
clave de lo que pretendemos describir. Enfoquemos el prebtieN particulas
incidentes con acoplamiento, bajo el presupuesto que estamos afiadiadd vez
una fraccion de flujo cuando estamos incluyendo nuevos gumga en el anaisis
Haciendo el analisis progresivamente por induccion sa lkeg

1 1 1 1
1+—+—+..+— = 1+(N-1)— =
N +N+N+ +N +( )N

MN-1 limsup=2; VN >2. (79)

Gy

Q

Q
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Lo anterior conduce a concluir, que la conductar@igor el k-ésimocanal es
estrictamentanenor que 2y es independiente del nimero de particulas del flujo
incidente.

Para la conductancia del sistema [24, 22]

Definicion 6.1

G:Tr(ttT) :ic;k, (80)

el razonamiento es similar. Al agregar un nuevo portadarpfeductancia del sis-
tema tiene ahora fracciones afiadidas y que se derivan étatinente si en (6.1)
introducimos la “suma" de las cotas superiores de la coadui de cada canal.
Consideramos que el portador adicionado, lo maximo queegtradsferir al canal

inicial es%, mientras que e% “restante” seria lo maximo que puede transferirse a
si mismo, todo junto constituye su aporte a la conductamtisistema. Suponemos
ausencia de fuentes o sumideros de portadores. En un apdlishduccién hemos
obtenido que parhl particulas tendremos

N-1 N-1 N—-1
1+—+...+—— = 1+N|—— | =
LS b i~ 1N ()

1+(N—1) < sup=N; YN>1 (81)

G

Q

1.4 _
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1,4 -

—— TTP al canal 2

1,2 [
a [ |\ ——TTP alcanal 4

1,0 —

G 0,8 -

0,6

0,0 - =/

0,0 ' OI,2 ' OI,4 ' OI,6 ' OI,8 ' 1I,O ' 1|,2 ' 1|,4' 1|,6' 1|,8 ' 2I,0

E (eV)
Fig. 6: Conductancia dehy Ih por canales (TTPTotal Transmission Probability
eninglés). Las curvas de TTP corresponden a (77, como fudeia energia de los
hh.3/,y Ih.3/; incidentes simultaneamente sobre una barrera disperséitasde
10A, embebida en capas G@aAs De los 4 canales accesibles se muestran: el canal
4, correspondiente hh,, (linea roja) y el canal 2, correspondientéhg,, (linea
azul).

Fig. 5: Conductanciay reflectividad de H por canales comoitumde la energia de
un H incidente para un QW de 50A, como centro dispersor [7tdraluctancia de
la transicién LH es mostrada con la curva de trazos discoosir_a linea continua
representa la reflectividad desde el canal HH.

Este andlisis conduce a concluir, que la conductaBaiel sistema se mantiene
siendomenor o igual queN, como en los problemas tipo EMA, y es interesante
gue esta conclusion logica no entra en conflicto con los pessilalores que puede
alcanzarGy, que como se vio anteriormente pueden ser mayores que lyeaung
estan acotados, por encima, a 2. Probablemente, el lingitzisual que tiend&y
junto al caracter anti-resonante que le acompania, seanéossgguran que @de
Landauer del sistema, sea menor o igual al nUmero de paitwolucradas en los
procesos de dispersion con los que estamos tratando.
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Obsérvese que pahi= 1, (79) y (81) satisfacen que

G| =G

N=1

=GV =Ty < sup=1, (82)
N=1 i=k
como se debe esperar.

En la Figura 5 se muestra que para un pozo de potenci@adescon ancho
igual a 50A embebido eAlg3Gag 7As|ver Fig.4(b)], la conductancia por el canal
de salida L, e$5, = 1.2 paraE = 35meV, no satisface el principio de conservacion
(71). En este caso la cuasi-particula incidente es un H ([&itud incidente del L
es estrictamente igual a®0)ranto este resultado, como el nuestro [vea la Fig.6], son
paran=1 celda [vea Fig.2]. Las curvas TTP de la Fig.6, correspoad@i), como
funcion de la energia de I¢gv. 3/, y Ih..3/,, incidentes simultaneamente sobre una
barrera dispersoraE& 1)

o
®
T

hh+
Ih+
Th—

e hh —

I
o
T

Coeficiente de Transmision
o
=~

<
S

0

0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
E(eV)

(a) Superred dgGaAg/AlAs/GaAs"; con celda de dimensiones
25—-20-25 A, n= 24 celdask =0yk, =0

4 El simbolo de la derecha es el canal de entrada, el otro essalide
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e

IS

Cocficiente de Transmision

ka

.35 0.4 0.45 0.5
E(eV)

(b) Superred deg{GaAgAlAs/GaAs"; con celda de dimensiones
20—20-20 A, n=8celdask, = 0.01A"1y k, =0

Fig. 7: Probabilidad de Transmision by |h por canales, como funcién de la en-
ergia de losih, 3, y Ih. /5, incidentes simultaneamente sobre una heteroestructura

a capas con barreras dispersoragd\thes de espesor 20A, embebidas en capas de
GaAsde ancho 280) A. La superred GaAs AlAs/GaAs " tienen = 24(8) celdas
[Paneles (a)/(b)]. Hemos tomatlp = 0.498 eV.

de AlAsde 10A, embebida en capas @aAs Para el canal 4 correspondiente a
hh_3/> (Iinea en rojo), en el quEy,_3/> ~ 1.2 paraE = 0.4eV y Gpp_3/2 ~ 1.34
paraE = 0.9eV, se ajustan correctamente al estimado (79), pero supeible-
mente el valor esperado por la propiedad de unitaridad del f8¥) para huecos,
y correspondientemente no satisfacen la aregla estad(3t$. Es necesario sub-
rayar que esto es asi ya que ambos resultados se han real@adma base de
funciones LI arbitraria, que no corresponde a la definicithh)(

En la Figura 7 se muestra una situacion analoga a la de la Eig €ste caso, una
diferencia con el sistema fisico de la Fig.6, es que se hadmmaslo una superred de
{GaAgAlAs/GaAs", que tienen = 24(8) celdas [Paneles (a)/(b)]. Hemos tomado
ke =0(0.01)A~1, k, =0y V, = 0.498 eV [Paneles (a)/(b)]. En el panel (a) se puede
observar, que las rutas Hé. 3> se sobreponen, asi como también lathdg . En
el panel (b) se puede observar que las rutas directas [v&a2d $on las dominantes,
pero hay presencia no despreciable de las rutas cruzadksrégion deE € [0.39,
0.46] eV, las rutas dominantes son laslte; >, mientras que en la region @ec
[0.34, 038 eV, las rutas dominantes son lastde 3/,. Un aspecto relevante, es que
la base seleccionada, ha sido ortonormalizada completensgguiendo el criterio
de (4.1). Nétese que para todo el rango seleccionado, a gesael valor de la
mezcla es alto [Panel (b)], se preserva adecuadamentedaidad del flujo segin

5 Téngase presente ghay Ih representan hueco pesado y hueco ligero, respectivamente
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(37) y se satisface correctamente el principio de cons&mwatel flujo (71). En
adicion a esto, es Util destacar una diferencia sustaidiefilculo de la Figura 7 ha
sido realizado en el marco de un novedoso enfoque de transmisultanea dah

y Ih a través de una barrera [8], y ha sido extendido exitosanadatdoble barrera
resonante y la superred [9, 27].

6.1.2 Forma matricial de la Ley de Conservacion del Flujo (EFA):

La relacién (12) tiene su similar en forma matricial, cuyatg&to fisico es la
Ley de Conservacion del flujo de densidad de corriente, y g@xgresa como

jFLUX +<%FLUX = gFLUX; (83)
donde
(84)
jFLUX = —i XEH_ (a)
R = —ir X" 1 (b)
Taw =—itTX2 t, (0

donde¥ ., Zrux Y T rux SON las densidades de probabilidad de flujo incidente,
reflejado y transmitido, respectivamente [11]. En el tipgd®cesos de dispersién
que estamos tratando en los sistemas que se describen ef,lgdtle habria que
comprobar si se desea evaluar el cumplimiento de las pragéscconservativas del
sistema, sobre los elementos de la m&®?zLa respuesta en ese caso, es verificar
las ecuaciones (64a) y/6 (83). Esta ultima se considera Bmite de modos
desacoplados, empleando los resultados obtenidos engeafp#.1, esto es que
XA = —ily y XE =il

(jflux+<%flux) d) =

—1(=1l) —ir T )r = =it T(=itt

B [ F—

tTt4rfr=1,. (85)

De esta forma se ha obtenido que la ley (83) se transformapmopéedad con-
servativa usuaR+ T = 1, al imponer condiciones de modos desacoplados. Con las
ecuaciones (64aa) y (64ad) es posible arribar a un resutao@rgente similar

e Ay e e s e SN Ay L (a)
)t ) TR ) Ty () Tnge = . (d)
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Cuando exigimos condiciones de modos desacoplados erglasesRy L, ya fue
mostrado en el epigrafe 4.1.2 qui&? = 1%, =0 y I}, =M% = —il, por tanto
de (a) y (d) se obtiene

—ir T =it Tt = =1
nt / Nt I
=1(r) M =1t "t = =l
(86)

respectivamente, de donde es evidente que

tTt+rtr :|N}

)t 4 ()T =1, (87)

Es bien conocido que la matriz de dispers&icuyos elementos obedecen (87),
es unitaria y simétrica [17, 18], y es lo que queriamos mostra

Apéndices
7 Parametros del modelo Kohn-Luttinger

Los parametros a continuacion, corresponden al Hamilonde KL [5, 9]

P—ji(ﬁ+WyQ—ji(ﬁ—%%
_anyl T Z/) _Zn.bﬁ T Z
ﬁz\/é 2 2\ . ﬁz
R= Mo (Uki —yKD) ; S=vV3 2mo ysk-k;
R? 2 R
T=—— Bk ;T'=—— — Bk

ke = ket iky ; K2 =KE+ K

1 1
v=§w+m,u:g%—m
A2 R2
A= ﬁ(yl-FVz) s Ao = ﬁ(yl—VZ)
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h—Z

By = ﬁ(vl-FZVz) ; Bo= ﬁ(yl_ZVZ)

h2 h2
ny:\/éﬁ \/sz(k)%—k%)2+4ygk)%k32, ; ny:\/éayfiKT

A=N+Y , d=V—p

Br=V1+2y ; Bo=V1—2p

g=ka ; i=xVyz

F=0+0 ; q=Aa

_ Gy . o« _ Dy

txy— Ry , S(y— Ry

&=V(2)—E F=2 . =0
- 5 —Ry ) 0=

B, =

NI =

[(szlﬂl + g@%)qf+ (%B1+ ﬂz)é — Sfy} DO = $B1%PBo

8 = Ao + (h + ) EF +E 13,

8 Parametros de los hamiltonianos%”u y %ﬂ

Q11 = S0P + P10 + é:a
O13 = P+ B1GG+E
O22= —(txy+1Sy02)

Qo4 = _(th+ IS(Yq‘l) - (88)

31 = G+ Bof +E (7
Us3 = AR+ Bod3+ &
Oa2= —(txy+1Sy02)
G944 = —(txy+1Sy0s)

por las peculiaridades de los hamiltonianos se deduce

02 = —01
s = —03
J11 = 012
013 = Q14
O22 = 05
024 = 053
031 = 032
033 = O34
Oa2= Oj
Q44 = Oj3

(89)
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siendo

01,03 real
02j, 04 complejof

Los pardmetros de LUttingeyi, s, ¥4 tipifican cada capa de la heteroestructura.

9 Elementos matriciales de la FTMM(z, 2)

Esta matriz pertenece al sistema de ecuaciones diferescial sub-espacig [9],
descrito por el hamiltoniano de este subespacio y sus etemaratriciales estan
dados por

(M. &), = —

2 [ei<j1>cos(qh) + 6P cog )6 Dsin(,) + 4 Vsin(d)|
-

Table 2: Elementos matriciales de la maig(z, z,) correpondientes al subespacio
up de KL. Esta matriz pertenece al sistema de ecuaciones wiifates del sub-
espacio (X 2) [9]

Coeficientes

de los elem. maj. Zi(jl) Ei(J-Z) Ei(js> éi(j‘l)
M1 PBo101Q23 —PBo0102Q1 0102ty Sy —alaz%txy&y
My — B 102tyy FBohonOgty — —Sybs -15,6,
Mi3 0 0 a0, 7%0{2@1
Mz4 — B 0102Sy B 0102Sy —PB20102txy %bzalaztxy
Maz1 qltxy@3 *qltxyel S(y@zl - g; S(y@4
Mz —020161 01016 —Sylxyd102 %&ytxyalaz
Mz —1SyO1 01SyG1 ty©1 - %txyel
Moy 0 0 —PBrar0Q, ,%20193%
M3y h0102Syty —0h0102Syby —Bo0501Q3  FBoUaGs02Q1
M3; —hO102SyO WO10SyO2 BoQi0102ty —Bo010a01 Aotyy
M33 01016 — 02010 0 0
M3y —Boh 010ty Bt 010ty Bala107Sy — Bt Uad102Sy
Mz 01SyOs —01SyOs —Qit,yOs 0103txy©1
Mgz —010102Sgty h0102Syly 010501 —010301601
Mgz Oitxy©1 —Oatyy©1 02050, — 010103601
Maq — B2 Q1 B a1Q3 0 0

Algunos de los pardmeteros usados en la tabla que aparéxesanm:
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01 =B+ 0y ; 02 = B+
A; = B0 (0 — 03)O1
O1= B3~ @S, ; Oy = AP+ E
O3 = B — (S}, ; O4 = B Qs+ aat3,
Q1 =th+ IS, ; Qa=th+05S,

Limites de aplicabilidad del modelo MSA multi-componente

Entre las limitaciones del modelo se encuentran: (i) EEgist estudiado debe
ser considerado en el marco de la aproximacion de banda f@ar@metros semi-
empiricos de banda seccionalmente constantes). En el easo campo eléctrico
externo, los electrodos deberan mantenerse modeladosa@omdas planas. (i) Las
que derivan de las acotaciones de los hamiltoni&npgle partida a la vecindad de
ciertos puntos de alta simetria de la Zona de Brillouin. kg#alura acota la energia
del flujo incidente a algunos electrén-voltios y los valate®; a una fraccion de la
Zona de Brillouin (aproximadamente el 25 porciento). {fiijJas que provienen de
las conocidas inestabilidades numéricas de la FTM paraesgede algunas dece-
nas de A. Sin embargo, esta Ultima desventaja parece sabkabajo determinadas
condiciones, de lo cual se comenta méas adelante.

Si tenemos en consideracion que una de las limitacionegiatshde nuestro
modelo, se asocia a las restricciones del andlisis en ladadide ciertos puntos de
alta simetria de la Zona de Brillouin, valdria la pena irderd ejercicio de super-
arla extendiendo nuestro enfoque STA a regiones mas asejiedas puntos de alta
simetria de la Zona de Brillouin. Una de las vias podria seagibio del hamilto-
niano de partida por otro que considere explicitamente amend mayor de bandas.
Otra alternativa complementaria seria seguir el critegigule en la medida que au-
mentamos el nimero de celdas y se alcanzan condicionesa@nesa coherente
en que los estados de la superred estan deslocalizadosadpstudes de interés
deben depender cada vez menos de los hamiltonianos despamids del perfil del
potencial de la heteroestructura [9, 27].

10 Inestabilidades numéricas de la Matriz de Transferencia

Para eludir las inestabilidades numéricas del formalisela @M, encontrado en
estructuras de espesores superiores a algunas decena @6}de han sugerido
varios algoritmos [28, 29]. En nuestro procedimiento lo jamos hecho es tomar
una laja de la superred y dividirla en subregiones en lagsdalmatriaM ¢4(z,z,)
satisface sus propiedades generales [11] y entonces éepdssarrollar el calculo
exitosamente. Por ejemplo, vamos a suponer unakapgo ancho e — z;. Pode-
mos dividir esta dimension an partes, cada una de espefgen la cual la matriz
satisface:

Mtd(22,21) = Mtd(22,Zn-1) - Mtd(Z,21) = Mra(z1 + D2, 22)]™,  (90)
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dondem= (2 — z;)/4;. Lo que sigue es el procedimiento habitual de empalme de
las correspondientes matrices, y entonces para una ceiglesbtenemos

Mtd(2s,2 ) = M3(23,2)CoM2(22,21)CaM1(z1,2), (91)
mientras que para una heterostructura periodiaackddas tenemos

Mtd(z,2) = {Ma(23,2)}". (92)

Las matricesM; » 3 corresponden a I&€apa L/Capa A/Capa Rrespectivamente
[vea las Fig.1 y la Fig.2]. Observe que para 1, las capaf y B coinciden. Las
matrice<C; », son las matrices de continuidad en los puntos donde el gatgros
parametros de banda saltan de un conjunto de valores enpaygecatro en la capa
yuxtapuesta. Se ha verificado este procedimiento en unaredpE(GaAy AlAs)"
conn= 11 (esto equivale a un espesor de 660 A) y se observa que, paaago
amplio de la energia ¥, se satisfacen las exigencias de simetria siguientes

Re{def{M¢q(z3,2)}"} = 1,
Im{de{M+q(z3,2)}"} =0, (93)

Re{MSV(ZR7ZL) TZZMSV(ZR7ZL) - ZZ} = Og,
IM{Ms\(Z, 2 ) TZZMSV(ZR;ZL)_ZZ} = Og, (94)

correspondientes a la unitaridad del determinante y laszwasion del flujo, respec-
tivamente. En estas expresior@ses la matriz nuld8 x 8). Para una base ortonor-
mal de soluciones linealmente independientes, conformaos autovectores del
hamiltoniano X ; es la matriz ampliada; (8 x 8) de Pauli. La forma especifica en
otra base se encuentra en el apéndice (11). Puede ser aarteepara evitar la dis-
persion de los errores por truncamiento en la simulacionémizany para optimizar
el trabajo computacional, que se realice la diagonaliraci6

Mtd(Z,2) = {Mta(z3,2)}" =T 235, T,

aunque esto no siempre es aconsejable, ya que se puedeardetas potencial-
idades del formalismo de la TM [11, 29]. La matriz diagodgl es la matriz de
Jordan deM¢q(z, 7).

Reconstruccion del espadié x 4) del modelo KL

Para lograr la matri¥q(z z,) en cada capa, esto é8; o3 .,y las correspon-
dientes matrices de continuid@d» n—1 -las cuales ejecutan el empalme en los
puntos donde el potencial y los parametros de banda saltan denjunto de val-
ores en una capa, a otro en la capa yuxtapuesta-, lo primerbapemos es buscar,
dentro del modelo KL(4 x 4), las correspondientes matrices de los subespacios
(2x 2) up (u)y low (l). Es conveniente construir la TM de primer tipo del subespa-
cioupy generar la del otro, aplicando la relacion
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My, | (z20) = erI*, u(z20)x, (95)

dondel x = 1,® ox. Para obtener la FTM en el espacio original del modelo KL
(4 x 4) a esto, se realiza la siguiente transformacion:

Mu(z,zp) Oa
M =gtz U . 96
fd(Z,ZO) 04 M|(Z, ZO) ( )

La transformacion ortogondl proporciona el orden apropiado en los vectdfes
1), formados por las funciones de orfelg (z) y sus derivadas y tiene la forma

I2 O O; O
0,02 12 O
02 12 020z
02,0:0; I2

Z=

Aqui se ha usad@ , para representar una generalizacion de transformacitarian
Uy, de Broido y Sham [5] y se escribe como:

Uy O4
[0

11 La Matriz de Continuidad

Las matrices de continuidad en los sub-espacios estan gdadas

) -] ) o)

Los signost/— significan que los pardmetros de banda se evalderezha/izquierda
del punto de empalme. Aqé' y B*! son las matrices que aparecen como coefi-
cientes en la ecuacién de movimiento perteneciente a langidrereducidd2 x 2)

del espacio de KL, para una capa homogénea. Para obtenetria iéeContinuidad
correspondiente al espacibx 4) del modelo KL, realizamos la transformacion uni-
taria inversa a la de Broido y Sham

Cu,I (Z) = (97)

CU(Z) Oy

C@:%TZ[ 0 Gi(2

} ZU . (98)
En el modelo KL y probablemente en otros de similar tipo, eslisabajar en es-
pacios reducidos para estudiar determinadas propiedspesteales y de transporte
gue no varian con la reduccién del espacio original. En nuesiso, para estudiar
el espectro y los fendmenos de transporte de huecos con aégidco aplicado,
partimos de los espacios reducidos y pasamos después aibasagor. Aunque no
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lo mostraremos aqui en aras de la brevedad, hemos demogtrada forma de la
Matriz de Continuida€(z) (4 x 4) es invariante ante el orden en que se realicen las
operaciones de empalme y reconstruccion del espacio ariggnsoluciones.

En el estudio de la transmisién de huecos sin campo eléctesalta Gtil ex-
presar la Matriz de Continuidad en términos de las matrie¢Q&P asociado a la
ecuacion (1), de modo que:

~1
—lg  Oq4 ) ( l4 O4>
C(z) = : 99
@ (12<C>+ o). ) \3©)- - (29)
donde
B,0O 00 0 0 Hiz 0
0B, 0 0 0 0 0 A
M = | S
ooB 0| Y TlAay 0 0o o |
00 0B, 0 A 0 0

siendoH13 basicamente el mismid;3 que hemos definido en el apéndice 7, pero
eliminandok; ya que el autovalog; del QEP aparece directamente en (46) y (62).
En aras de la completitud agregamos

Aik?+V(2) —E Hio 0 0
K — H, Ak2+V(2) —E 0 0
0 0 Ak2+V(2)—E Hio
0 0 Hy, Ak?+V(z)—E

Estas expresiones son validas para una capa modelada codana.
Matrices auxiliares

Formalismos Matriciales

Considerando la situacién en que la region de interés esalag por lo tanto no
afiadimos ningun simbolo a las magnitudes para sefialar éhiosque se refieren
[11]. Definimos

F(2)
Q@ =pg) Fo+B@)F'@)| (100)
Fi(2)
212 =|p(z)-F(2 + B@) - F /2| (101)
Q2 =[|Q12Q2(2) --- Qn)||, (102)
R(z) — Pl(Nz) B?;) (103)
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Entonces se cumplen las siguientes relaciones

Q2 =R(2 - ¥(2), (104)
Qj(2) =R(2) - ¥{(2), (105)
Q@ =R@)- N(@. (106)

Supongamos que toda la informacién de la region intermedjaed la Fig.3]
estd dada y contenida TW(z 2) (0 en laM¢4(z Z)) que esta definida y es cono-
cida al meno¥ z,7p € M. Entonces

Q(L:2) - alL) z<1z
Q(2) = {T(Z,a) - Q(z) 7 <2<% . (107)
QR:2 - aR) 2>z

Estamos suponiendo también, q@ees continua eg,_ y 7.

12 Matrices para definir la Ley de Conservacion de la Carga

La matriz(8 x 8) X:

X11 X
X=-1Q"5,Q= [Xi x;ﬂ : (108)

- O4 —1ly
Zy_ |:I|4 Oy ] ’
es la matriz generalizads, de Pauli. La matrif)(z) satisface
Q(2) =R@N(2). (109)

La matrizN(z) se define de forma usual a partir de las soluciones lineaémient
dependientes y sus derivadas [11], mientras que la n@fdgtiene componentes
de segundo orden formados como una combinacion lineal deramnes de onda
F(2) y sus derivadas. En el espa¢ibx 4) de KL, la matrizR(z) se define como:

donde

l4 Oy

BY O A O '
t 2 t 2
2U [Oz BI}uu [OZA'}U

R(z) = (110)
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13 Matrices de transformaciones: Simetrias Discretas

Dada la transformacion entre las matridég;(z, zo) y Msv(z 2), es sencillo ver
que el requerimiento de conservacion de flujo sd¥fg(z zy) [15] implica, para
una base arbitraria, que

5= (AN et (111)

Sin embargo, vale destacar que, si se escoge una base dersstumealmente
independiente que no es ortogonal, tal es el caso usado sioesen el modelo
KL, entonces tendremos

B'(2)—B(2) A(2)

=17 A o4 |

Para los requerimientos de invarianza ante la reversiopdeahe inversion espa-
cial sobre la TMMsy(z, ) [15], se han usado las matricEgy Ssy, respectivamente,
las cuales se escriben asi

Sy= N1ty (112)
Sv= /S L (113)

14 Matriz de transformacion: Ecuaciones Diferenciales

Para el sub-espacip del modelo KL(2 x 2), se obtiene (en unidades atémicas)
que:
0 0 1 0
0 0 0 1
Wa1(§) Wsz O wag|’
Wa1 Wg2(€) Waz O

Py(&) =N Py(2)A =

con

_ |2 02
Ao = H N
Hemos definido

(Yo + Vo) + %(8) txy V30
W = . Wap= — , Wag=——o——T

31() 2o — W1 % ZPEVEN. 2 — W1

tey (v — Vo) + %(&) V3ys0r
W1 = — , Wa2(8) = — , W4z = ;

41 2o+ 11 a2(8) 2o+ %1 BT 2ptw

V(¢) E

y se ha tomado el potencial adimensional cofa@) = R Ry
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